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บทท่ี 1 
บทนํา 

(Introduction) 

                 แคลคูลัสเปนแขนงหน่ึงของคณิตศาสตรที่ มีการประยุกตอยางกวางขวาง ทั้งใน
คณิตศาสตร    ฟสิกส   และวิศวกรรมศาสตรเปนตน      พื้นฐานหน่ึงที่สําคัญในแคลคูลัส   ไดแก
การอินทิเกรต 

      ในการคนควาอิสระเลมนี้   เราจะเร่ิมศึกษาบทนิยาม   และทฤษฎีบทพื้นฐานตางๆ   ที่
เกี่ยวของกับการอินทิเกรต     พรอมทั้งสมบัติของอินทิกรัล   ซึ่งทําใหเกิดทฤษฎีบทที่สําคัญตางๆ   
ทฤษฎีบทเหลาน้ีไดนําไปประยุกตใชในคณิตศาสตรหรือสาขาวิชาอ่ืนๆ  รายละเอียดของแตละบท   
มีดังตอไปน้ี 

       บทที่  2  :   กลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับจํานวนจริงและอนุพันธของ
ฟงกชัน   ซึ่งเปนพื้นฐานในการศึกษาเร่ืองการอินทิเกรต 

       บทที่ 3  :  ศึกษาแนวคิดของการอินทิเกรต   ซึ่ง ไดแก   ขอบเขตบนคานอยสุด    
ขอบเขตลางคามากสุด    บทนิยามของรีมันนอินทิกรัล และตัวอยางตางๆ  รวมท้ัง ไดพิสูจนผลบาง
ประการเก่ียวกับอินทิกรัล    

       บทที่  4   :   ศึกษาเก่ียวกับสมบัติของอินทิกรัล   อันไดแก   เงื่อนไขของการอินทิเกรต
ได    สมบัติการบวกและสมบัติเชิงเสนของอินทิกรัล    และทฤษฎีบทมูลฐานขอ งแคลคูลัส   
รวมท้ังไดพิสูจนผลบางประการที่เกี่ยวของกับทฤษฎีบทของบทที่ 4 
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บทท่ี 2 
ทฤษฎีบทพื้นฐาน 

(BASIC   THEOREM) 

     ในบทนี้จะกลาวถึงบทนิยาม    และทฤษฎีบทพื้นฐานตางๆ    ที่ใชในการศึกษาเก่ียวกับ
การอินทิเกรต     โดยจะขอละการพิสูจนทฤษฎีบท        สําหรับผูที่สนใจสามารถศึกษารายละเอียด
ไดจาก  [2]  , [3] และ  [4]   

      ในการคนควาอิสระฉบับน้ี    จะขอกําหนดสัญลักษณที่ใชดังตอไปน้ี      
        แทน   เซตของจํานวนเต็มบวกทั้งหมด 
  A    B แทน   ความหมายวา   A  เปนสับเซตของ  B 
และถาไมกลาวเปนอยางอ่ืน    เมื่อกลาวถึงเซต  จะหมายถึงสับเซตของ เซตของจํานวนจริงทั้งหมด       
เมื่อกลาวถึงฟงกชันจะหมายถึงฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง       และใชสัญลักษณ    D(f)     แทน   
โดเมนของฟงกชัน f 

ทฤษฎีบท  2.1   :   กฎไตรวิภาค  (Trichotomy  Law)  
      ถา  x  และ  y  เปนจํานวนจริงแลว   x < y  หรือ  x = y  หรือ  x > y   เปนจริงเพียงอยาง 

ใดอยางหนึ่ง 

ทฤษฎีบท  2.2   :   หลักอารคีมีดิส (Archimedean  Principle)    
     ถา  a  ,  b  เปนจํานวนจริง  ซึ่ง   a  >  0         แลวมีจํานวนเต็มบวก   n   ซึ่ง  na  >  b    

            เราสังเกตไดจากหลักอารคีมีดิสวา   ถากําหนดจํานวนบวก    >  0      แลวจะมี 
จํานวนเต็มบวก  m , n  ซึ่งสอดคลอง      <  และ  m  >   

ทฤษฎีบท  2.3  :   ความหนาแนนของจํานวนตรรกยะ (Density  of  the  Rational   Numbers)   
       ถา  และ เปนจํานวนจริง   ซึ่ง  <       แลวมีจํานวนตรรกยะ  ซึ่ง  <  <         

ทฤษฎีบท  2.4  :   ความหนาแนนของจํานวนอตรรกยะ (Density  of  the  Irrational   Numbers)   
 ถา  และ เปนจํานวนจริง   ซึ่ง  <       แลวมีจํานวนอตรรกยะ  ซึ่ง  <  <   
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บทนิยาม  2.5   :   จะเรียกฟงกชัน  f   วาเปน  ฟงกชันโมโนโทนไมเพ่ิมขึ้น   (monotone  
decreasing   function)   ถาสําหรับแตละ  x1 , x2     D(f)   ซึ่ง    x1 <  x2   แลว   f(x1)     f(x2) 

บทนิยาม  2.6   :   จะเรียกฟงกชัน  f   วาเปน  ฟงกชันโมโนโทนไมลดลง   (monotone   increasing    
function)   ถาสําหรับแตละ  x1 , x2     D(f)   ซึ่ง    x1 <  x2   แลว   f(x1)      f(x2) 

บทนิยาม  2.7   :    จะเรียกฟงกชัน  f   วาเปน  ฟงกชันโมโนโทนเพ่ิมข้ึน   (strictly  monotone   
increasing  function)   ถาสําหรับแตละ  x1 , x2     D(f)   ซึ่ง    x1 <  x2   แลว   f(x1)  <   f(x2) 

บทนิยาม  2.8   :   จะเรียกฟงกชัน  f   วาเปน  ฟงกชันโมโนโทนลดลง   (strictly  monotone   
decreasing  function)   ถาสําหรับแตละ  x1 , x2     D(f)   ซึ่ง    x1 <  x2   แลว   f(x1)   >   f(x2) 

บทนิยาม  2.9   :   จะเรียกฟงกชัน  f   วาเปน  ฟงกชันโมโนโทน   (monotone  functions)   ถา  f    
เปนฟงกชันโมโนโทนไมลดลงหรือเปนฟงกชันโมโนโทนไมเพิ่มข้ึน 

บทนิยาม  2.10   :   ให  f   เปนฟงกชันซึ่งนิยามคา บนชวงเปดรอบ  a   และอาจยกเวนที่  a          
เรากลาววา จํานวนจริง  L    เปน ลิมิต  (limit)  ของ  f   ที่  a     ถาสําหรับแตละจํานวนจริง  > 0  
มีจํานวนจริง  > 0    ซึ่งสอดคลองวาถา   0 < <         แลว    <       

      เราจะเขียนแทนความหมายตามบทนิยามโดย 
   

บทนิยาม  2.11   :   ให  f   เปนฟงกชัน   และ    x0  D(f)   จะกลาววา   f   ตอเน่ือง  (continuous)  
ที่  x0        ถาสําหรับแตละ     >   0    มีจํานวนจริง     >  0     ที่ทําให     <      
เมื่อ  x  D(f)    และ      <    

บทนิยาม  2.12   :   ให  f   เปนฟงกชัน   เรากลาววา   f   ตอเน่ือง แบบยูนิฟอรม บน  A    
(uniformly   continuous  on  A)    ถาสําหรับแตละ     >   0    มีจํานวนจริง     >  0      ซึ่ง 
สอดคลองวา   ถา  x , y     A   และ     <          แลว    <      
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ทฤษฎีบท  2.13   :   ถา  f   เปนฟงกชันตอเน่ืองบนชวงปด [a,b]          แลวมีจํานวนจริง  x0  ใน 
[a,b]    ซึ่ง   f(x0)   f(x)   สําหรับทุก  x  ใน  [a,b]     

      นั่นคือ    f   มีคาสูงสุดบน  [a,b]    และทํานองเดียวกันมีจํานวนจริง  x1  ใน [a,b]     
ซึ่ง   f(x1)   f(x)   สําหรับทุก  x  ใน  [a,b]      นั่นคือ    f   มีคาต่ําสุดบน  [a,b]     

บทนิยาม  2.14   :   ให  f   เปนฟงกชันที่นิยามบนชวง  (a,b)   และให   c    (a,b)    เรากลาววา   f   
มีอนุพันธ  (differentiable)   ที่  c   ถา   

   

หาคาได     เรียกลิมิตน้ีวา   อนุพันธ  (derivative)  ของ  f   ที่  c  เขียนแทนโดย   
      ถา  f  มีอนุพันธที่ทุกจุดใน  (a,b)        แลวเรากลาววา f  มีอนุพันธ (differentiable)    
บน  (a,b) 

ทฤษฎีบท  2.15   :  ถา   f   มีอนุพันธที่  a           แลว   f  ตอเน่ืองที่   a 

ทฤษฎีบท  2.16   :   กฎลูกโซ  (The   Chain   rule)  
       ให   f  และ  g   เปนฟงกชันคาจริงซึ่ง   f   มีอนุพันธที่  a   และ  g   มีอนุพันธที่  f(a)          
แลวฟงกชันประกอบ   gof  มีอนุพันธที่  a   และ   

 

ทฤษฎีบท  2.17   :   ทฤษฎีบทคาเฉลี่ย  (Mean  Value   Theorem) 
       ให  f   เปนฟงกชันตอเน่ืองบน  [a,b]   และ  f   มีอนุพันธบนชวงเปด  (a,b)   แลวจะมี   
c    (a,b)   ซึ่งสอดคลอง   

   =    

ทฤษฎีบท  2.18   :   ทฤษฎีบทคากลาง  (Intermediate  Value   Theorem) 
         ให  f   เปนฟงกชันตอเน่ืองบน   [a,b]   และ  f(a)     f(b)    ถา      เปนจํานวนจริง
ซึ่งอยูระหวาง   f(a)   และ   f(b)   แลวจะมี   c    (a,b)   ซึ่ง   f(c)   =    
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บทนิยาม  2.19   :   ให  f  และ  g   เปนฟงกชัน  ซึ่งมี  D  เปนโดเมนรวมกัน      ฟงกชันคาสูงสุด   
(maximum   function)   เขียนแทนโดย  max(f,g)  นิยามบน   D   ดังตอไปนี ้

    

บทนิยาม  2.20   :   ให  f  และ  g   เปนฟงกชัน  ซึ่งมี  D  เปนโดเมนรวมกัน      ฟงกชันคาต่ําสุด  
(minimum   function)   เขียนแทนโดย  min(f,g)    นิยามบน   D   ดังตอไปนี ้
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บทท่ี 3 
การอินทิเกรต 
(Integration) 

3.1   ขอบเขตบนคานอยสุด  (Least   Upper  Bounds) 

       ขอบเขตบนคานอยสุดเปนแนวคิดสําคัญสําหรับการศึกษาคณิตศาสตรในแขนงตางๆ   
โดยเฉพาะอยางยิ่งในคณิตศาสตรเชิงวิเคราะห   ในหัวขอนีเ้ราจะศึกษาบทนิยามของขอบเขตบนคา
นอยสุดพรอมทั้งตัวอยางตางๆ     ที่แสดงถึงการหาขอบเขตบนคานอยสุดของเซตและจะนําเสนอ 
การใชขอบเขตบนคานอยสุดในแนวคิดเร่ืองการอินทิเกรต    

บทนิยาม  3.1.1  :   ให  A  เปนเซตใดๆ  ถามีจํานวนจริง  b  ซึ่ง  x    b   สําหรับทุก  x  ที่เปน 
สมาชิกของ  A   แลว   เรียก  b  วา ขอบเขตบน (upper  bound)  ของ  A        

บทนิยาม  3.1.2   :   ให  A  เปนเซตใดๆ     แลวจํานวน  b  เรียกวา  ขอบเขตบนคานอยสุด (least  
upper  bound   หรือ  supremum)  ของ A   ถา   b  สอดคลองเงื่อนไขตอไปนี้ 

      (1)   b   เปนขอบเขตบนของ  A    
      (2)   ถา  c   เปนขอบเขตบนของ  A   แลว  b    c   

        เราใชสัญลักษณ   l.u.b. A  หรือ  sup A   แทน ขอบเขตบนคานอยสุดของ A 

ทฤษฎีบท  3.1.3   :   ถา  S  มีขอบเขตบนคานอยสุด  แลว  S  จะมีขอบเขตบนคานอยสุดเพียงคา 
เดียว   

       พิสูจน   :   ให   และ    เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ  S       เน่ืองจาก   เปน
ขอบเขตบนของ  S   และ      เปนขอบเขตบนคานอยสุด   ดังนั้น        

       ในทํานองเดียวกัน         โดยกฎไตรวิภาค   จะไดวา     =   
        เพราะฉะน้ัน       S   มีขอบเขตบนคานอยสุดเพียงคาเดียว         
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ตัวอยาง  3.1.4   :   ให  A =  ...,
3
1,

2
1,1     แลวขอบเขตบนคานอยสุดของ A   คือ  0    

ซึ่ง  0  A    

       พิสูจน   :   (1)   เห็นไดชัดเจนวา  0  เปน ขอบเขตบนของ  A 
                      (2)   ให    เปน  ขอบเขตบนของ A    
เราตองการแสดงวา  0         สมมติ    <  0 
ดังนั้น  -   >  0   โดย หลักอารคีมีดิส   จะมี  n      ซึ่งสอดคลองวา   

    <   -    หรือ       <  -     

เน่ืองจาก  -       A   ดังนั้น      ไมเปนขอบเขตบนของ  A  ซึ่งขัดแยงกับท่ีกําหนดไว 

เพราะฉะน้ัน 0        
ดังนั้น   0   เปน  ขอบเขตบนคานอยสุด ของ  A      ● 

ตัวอยาง  3.1.5   :   ให  B  =  {1 , 2 , 3 , … }   แลว  B  ไมมีขอบเขตบนคานอยสุด 

       พิสูจน :   สมมติให      =  sup  B    ดังนั้น   >  0  โดยหลักอารคีมีดิส   
จะมี  n     ซึ่งทําให  n  >     แต  n   B  และ    เปนขอบเขตบนของ  B ซึ่งเปน 
ขอขัดแยง        เพราะฉะน้ัน  B ไมมีขอบเขตบนคานอยสุด     ● 

ทฤษฎีบท  3.1.6   :   ถา    เปนขอบเขตบนของ  A  และ      A   แลว  sup  A   =    

        พิสูจน   :   ให   u  เปนขอบเขตบนของ  A   ตองการแสดงวา      u   
ถา      >   u ดังนั้น   u   ไมเปนขอบเขตบนของ  A     ซึ่งเปนขอขัดแยง 
เพราะฉะน้ัน          u            

ตัวอยาง  3.1.7   :   จงหาขอบเขตบนคานอยสุด(ถามี)ของเซตตอไปน้ี   

        (1) A  =      

(2)   B  =     
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        วิธีทํา   :   (1)   เราจะแสดงวา   sup  A   =    

ให            

จะไดวา    
ให   x      และ   y      แลวจะไดวา   x  >  y 
ดังนั้น ขอบเขตบนคานอยสุดของ  A   คือ  ขอบเขตบนคานอยสุดของ  1A  
โดยทฤษฏีบท  3.1.6  ไดวา  ขอบเขตบนคานอยสุดของ  1A   =   

เพราะฉะน้ัน ขอบเขตบนคานอยสุดของ  A   คือ  
2
1

  

   (2)   B  =        =     

เราจะแสดงวา  sup  B    =   1 
เห็นไดชัดวา   1  เปนขอบเขตบนของ  B 
ให     เปน  ขอบเขตบนของ  B 
สมมติ       <   1 ดังนั้น    1 –    >   0 
โดยหลักอารคีมีดิส  จะมี   n      ซึ่ง      <   1 –    ดังนั้น       <  1 –      

แต   1 –       B   ซึ่งขัดแยงกับการเปนขอบเขตบนของ   

เพราะฉะน้ัน       1    นั่นคือ   1   เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ  B   ● 

        ตอไปเราจะกลาวถึงทฤษฎีบท  3.1.8   ซึ่งเปนเง่ือนไขที่เพียงพอและจําเปนสําหรับ 
การเปนขอบเขตบนคานอยสุดของเซต 

ทฤษฏีบท  3.1.8   :      เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ  S   ก็ตอเมื่อ  เงื่อนไขตอไปน้ีเปนจริง 
       (1)       สําหรับทุก       S  (นั่นคือ     เปนขอบเขตบนของ  S) 
       (2)  สําหรับทุกจํานวนจริง   <  จะมีจํานวนจริง    S    ซึ่งทําให     <   

(นั่นคือ   ไมเปนขอบเขตบนของ  S) 

       พิสูจน   :   ( )     ให     เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ  S 
เห็นไดชัดวา  (1)  เปนจริง   ในการพิสูจน  (2)   ให      <   
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ถา     เปนขอบเขตบนของ  S   แลวโดยบทนิยาม  3.1.2  จะไดวา        ซึ่งขัดแยงกับสิ่งที่
กําหนดให   ดังนั้น     ไมเปนขอบเขตบนของ  S   นั่นคือมี      S    ซึ่ง    <    
เพราะฉะน้ัน   (2)   เปนจริง 
        ( )    กําหนดให  (1)   และ  (2)  เปนจริง 
เราจะแสดงวา    เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ  S 
จาก  (1)  เราสรุปไดวา    เปนขอบเขตบนของ  S    
ให      เปนขอบเขตบนของ  S         สมมติ     <     (ตองการแสดงวา     ) 
ดังนั้น  โดย  (2)   จะมี        S   ซึ่งทําให     <   
เพราะฉะน้ัน      ไมเปน  ขอบเขตบนของ  S   ซึ่งเปนขอขัดแยง   ดังนั้น           
เพราะฉะน้ัน      เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ   S      

ทฤษฏีบท  3.1.9   :   ให    =  sup  T   ,     =  sup  V         ถา S  =  {t + v | t   T , v  V}     
แลวไดวา 

      (1)      เปนขอบเขตบนของ  S 
      (2)      ทุกจํานวน     ซึ่ง    <   จะไมเปนขอบเขตบนของ  S   

       พิสูจน   :   (1)   ให  x   S  ดังนั้น มี   t   T   และ  v    V   ซึ่ง   x = t + v  
เพราะวา    =  sup T  และ     =  sup V     ดังนั้น   t        และ   v     
เพราะฉะน้ัน  x =  t + v   นั่นคือ    เปนขอบเขตบนของ  S    
                (2)    ให      เปนจํานวนจริงใดๆ   ซึ่ง      <    
ตองการแสดงวา      ไมเปนขอบเขตบนของ  S 

ให   d  =  -      แลว      >   0    ,     - 
2
d      <    

โดยทฤษฏีบท   3.1.8  ขอ (2)    จะไดวา   มี      T   ซึ่ง     >    - 
2
d     

ในทํานองเดียวกัน มี       V   ซึ่ง     >   - 
2
d  

แลวจะไดวา         >    (  - 
2
d  ) + (  - 

2
d )    

   =     - d   =        
เน่ืองจาก         S เพราะฉะน้ัน      ไมเปนขอบเขตบนของ  S   
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         จากทฤษฎีบท  3.1.9   เราสามารถสรุปไดวา 
      =   supT   +   supV    

ทฤษฎีบท  3.1.10   :   ถา   เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ   A   และ   B  = {ka |  a  A }    
เมื่อ   k  >  0   แลว  k    เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ  B 

       พิสูจน   :   (1)  เราจะแสดงวา  k   เปนขอบเขตบนของ  B 
ให  x    B      ดังนั้น     จะมี  a    A      ซึ่ง  x   =   ka 
เน่ืองจาก   a       และ   k  >  0   ดังนั้น    x  =  ka      k  
นั่นคือ k    เปนขอบเขตบนของ  B 
                     (2)        ให     เปน ขอบเขตบนของ  B   เราจะแสดงวา      k  
เน่ืองจาก      ka    สําหรับทุก  a    A   ดังนั้น        a    สําหรับทุก  a    A 

นั่นคือ           เปนขอบเขตบนของ  A    เพราะฉะน้ัน          หรือ        k  

ดังนั้น   k   เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ  B       

ตัวอยาง  3.1.11   :   ให  { na }   และ  { nb }   เปนลําดับของจํานวนจริง    
        (1) ให A  =  { na |  n +I } ,  B  =  { nb | n +I }   และ   C  =  { na + nb | n +I }      
ถา    =  sup  A         =  sup  B   แลว  จงแสดงวา    เปนขอบเขตบนของ  C 

       (2) จงยกตัวอยางซึ่งแสดงวา        ไมเปนขอบเขตบนคานอยสุดของ  C   

       พิสูจน :   (1)   ให   x    C    
ดังนั้น  มี  n       ซึ่ง  x  =  na + nb  
เน่ืองจาก     เปนขอบเขตบนของ  A  และ      เปนขอบเขตบนของ  B 
ดังนั้น        na + nb   =   x  
เพราะฉะน้ัน      เปนขอบเขตบนของ  C 
 

       (2)    ให  A  =            และ  B =    

จะไดวา  sup  A   =  1  =   
ตอไปเราจะแสดงวา   sup   B   =   0 
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เห็นไดชัดเจนวา   0     -1 +   สําหรับทุก  n    +I  

ดังนั้น  0   เปนขอบเขตบนของ  B     
เน่ืองจาก  0  =   -1 +       B     โดยทฤษฏีบท  3.1.6    

สรุปไดวา  sup  B   =  0   
พิจารณา   C =      

=       

เราจะแสดงวา   sup C  =  0    เห็นไดชัดวา  0  เปนขอบเขตบนของ  C   แต  0  =    -      C   

ดังนั้น  โดยทฤษฏีบท  3.1.6   จะไดวา  ขอบเขตบนคานอยสุดของ  C = 0   ● 

ทฤษฎีบท  3.1.12    :   ถา    =  sup  A   และ       A         แลวสําหรับทุก     >  0  ชวง   
(  –  , )   จะมีสมาชิกของ A    เปนจํานวนอนันต 

        พิสูจน   :   ให     =  sup  A   และ       A   
ให     >  0    โดย  ทฤษฎีบท  3.1.8  ขอ (2)      จะมี   1x     A   ซึ่ง        –    <    1x  
แต  1x          และ      A    เพราะฉะน้ัน  1x   <   
นั่นคือ   1x     (  –  , )   
ในทํานองเดียวกัน   เน่ืองจาก   1x    ไมเปนขอบเขตบนของ  S    
ดังนั้น  มี  2x      A   ซึ่ง   2x     ( 1x , ) 
โดยกระบวนการเชนนี้ไปเร่ือยๆ   จะไดวา   สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก  n  เรามี    

1x   ,   2x   , … ,        (  –  , )   เมื่อ   1x   2x    …       
และจะมี    nx       (  , )    
เพราะฉะน้ัน   ในชวง  (  –  , )  มี สมาชิกของ A  เปนจํานวนอนันต     

บทนิยาม  3.1.13  :   ให  A  เปนเซตใดๆ      ถามีจํานวนจริง  c   ซึ่ง  c    x   สําหรับทุก  x  ที่เปน   
สมาชิกของ A  แลว  เรียก  c  วา  ขอบเขตลาง(lower  bound) ของ A        

บทนิยาม  3.1.14   :   ให  A  เปนเซตใดๆ   แลว   จํานวน    เรียกวา  ขอบเขตลางคามากสุด 
(greatest   lower  bound   หรือ  infimum)  ของ A   ถา     สอดคลองเงื่อนไขตอไปน้ี 
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      (1)      เปนขอบเขตลางของ  A   และ 
      (2)   ถา  l   เปนขอบเขตลางของ  A   แลว  l      

         เราใชสัญลักษณ   g.l.b. A  หรือ  inf  A   แทน ขอบเขตลางคามากสุดของ  A 
        เรากลาววา   A   เปนเซตมีขอบเขต(bounded  set)   ถา  A   มีขอบเขตบนและ 

ขอบเขตลาง   

       ในกรณีที่ A  เปนเซตท่ีมีขอบเขต   A  จะมีทั้งขอบเขตบนคานอยสุดและขอบเขตลาง 
คามากสุด  ตามสัจพจนของความบริบูรณ   ซึ่งจะกลาวถึงดังตอไปนี้ 

สัจพจนความบริบูรณ  (Axiom   of   Completeness)   :   สําหรับทุกเซตของจํานวนจริง  A   ที่ 
ไมใชเซตวางซึ่งเปนเซตท่ีมีขอบเขตบน       แลว  A    จะมีขอบเขตบนคานอยสุด 

      สําหรับทุกเซตของจํานวนจริง   A    ที่ไมใชเซตวางซึ่งเปนเซตท่ีมีขอบเขตลาง     แลว   
A   จะมีขอบเขตลางคามากสุด   

        นอกจากน้ี   ถา  A  เปนเซตท่ีมีขอบเขตลางคามากสุด  และขอบเขตบนคานอยสุดแลว   
inf A    sup  A 

ตัวอยาง  3.1.15   เซต  B   กําหนดดังขางลางนี้     ไมมีขอบเขตลางคามากสุด 
         B  =   { -1,-2,-3,…} 

        พิสูจน    :   ในการแสดงวา  B  ไมมีขอบเขตลางคามากสุด เราจะแสดงวาทุกๆ  
จํานวนจริง  l    ไมเปนขอบเขตลางของ  B 
   กรณทีี่  1  :    l      0 
เพราะฉะน้ัน   l  ไมเปน  ขอบเขตลางของ  B 

  กรณทีี่  2  :    l  <  0 
ดังนั้น   - l   >  0  โดย  สมบัติของอารคีมีดิส  จะมีจํานวนเต็มบวก  n  ซึ่ง  n  > - l    
ดังนั้น   l     - n  และ   -n    B     นั่นคือ   l   ไมเปนขอบเขตลางของ  B 
เพราะฉะน้ัน   B   ไมมีขอบเขตลางคามากสุด      ● 
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ทฤษฎีบท 3.1.16   :      เปนขอบเขตลางคามากสุดของ S   ก็ตอเม่ือ   เงื่อนไขตอไปนี้เปนจริง 
       (1)       สําหรับทุก     S    (นั่นคือ     เปนขอบเขตลางของ  S) 
       (2)  สําหรับทุกจํานวนจริง     >     จะมีจํานวนจริง    S  ซึ่งทําให     >  

(นั่นคือ    ไมเปนขอบเขตลางของ  S  ) 

        พิสูจน   :   ( ) ให      เปน ขอบเขตลางคามากสุด  ของ  S 
ให        S  ดังนั้น   โดยบทนิยาม  3.1.13   จะไดวา             สําหรับทุก      S   
เพราะฉะน้ัน  (1)  เปนจริง 
ในการแสดงวา (2)  เปนจริง  ให    >      
ถา      เปนขอบเขตลางของ  S   แลวโดยบทนิยาม  3.1.14   จะไดวา         
ดังนั้น    ไมเปนขอบเขตลางของ  S   นั่นคือ  มี    S   ซึ่ง    >  
เพราะฉะน้ัน   (2)   เปนจริง 

        ( )   กําหนดให  (1)  และ  (2)   เปนจริง 
จากขอ (1)   จะไดวา     เปนขอบเขตลางของ  S    
ให      เปนขอบเขตลางของ  S   ตองการแสดงวา          สมมติ     >   
จากขอ (2)   จะมี     S   ซึ่งทําให    >    ดังนั้น    ไมเปนขอบเขตลางของ  S   ซึ่งขัดแยง
กับสิ่งที่กําหนดให  นั่นคือ          
เพราะฉะน้ัน      เปน  ขอบเขตลางคามากสุดของ  S      

ทฤษฏีบท  3. 1.17   :   ถา     เปนขอบเขตลางของ  S   และ      S     แลว   inf  S  =      

        พิสูจน   :   ให   l    เปนขอบเขตลางของ   S   ตองการแสดงวา      l     
ถา     <   l    ดังนั้น   l    ไมเปนขอบเขตลางของ   S    ซึ่งเปนขอขัดแยง 
เพราะฉะน้ัน    l             

ตัวอยาง  3.1.18   :   จงหาขอบเขตลางคามากสุดของเซตตอไปน้ี 
        (1)       (2)     

        พิสูจน   :    (1)   เห็นไดชัดวา   -1   เปนขอบเขตลางของ A   และ  -1    A 
ดังนั้น โดยทฤษฏีบท  3.1.17  เราสรุปไดวา  inf  A   =  -1   
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        (2)   เห็นไดชัดวา   0   เปนขอบเขตลางของ B 
ให    >   0     โดยหลักอารคีมีดิส  จะมีจํานวนเต็มบวก  n   ซึ่งทําให     <   

ดังนั้น โดยทฤษฏีบท  3.1.16   ขอ (2)   เราสรุปไดวา  inf  B   =  0      ● 

ตัวอยาง  3.1.19   :   จงหาขอบเขตบนคานอยสุดและขอบเขตลางคามากสุด  ของ  
A  =  

       วิธีทํา   :   เขียนสมาชิกของ  A  ในรูปใหมไดดังนี้   
   A  =         =       

เห็นไดชัดวา  5  =      A   และ  5  เปนขอบเขตบนของ  A   ดังนั้น  โดยทฤษฏีบท  3.1.6  

เราสรุปไดวา  sup  A  =  5   
       เราจะแสดงวา  inf  A = 1       ให  a    A        ดังนั้น  a  =  1 +    สําหรับบาง

คาของ  x    1     เน่ืองจาก      >   0      ดังนั้น   1  <   a   และสรุปไดวา     1  เปนขอบเขตลาง

ของ  A         สมมติ       >  1   เปนขอบเขตลางของ  A   เลือกจํานวนจริง  x    1  ซึ่งสอดคลอง  
   <    - 1  นั่นคือ    1  <  1 +      <     เพราะฉะน้ัน     ไมเปนขอบเขตลางของ  A    

นั่นคือ    ถา    เปนขอบเขตลางของ  A   แลว         1     ● 

ตัวอยาง  3.1.20   :   ให   A  =   {x  |  a < x < b}     
จงแสดงวา   sup  A  =   a  และ  inf  A   =   b     

         พิสูจน   :   เราจะแสดงวา        sup  A      =   b 
เห็นไดชัดวา  b   เปนขอบเขตบนของ  A   
ให     <   b   ตองการแสดงวา     ไมเปนขอบเขตบนของ  A 
ถา       a   แลว    ไมเปนขอบเขตบนของ  A   เน่ืองจาก   x  >  a  ทุก  x    A 
ถา  a  <    <   b   พิจารณา       =    +   <   +   =  b   

เน่ืองจาก        >   0      ดังนั้น    x  >   
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แต    >  a     จึงสรุปไดวา   x  >  a 
นอกจากน้ี      =  +       <  +   =  b       

เพราะฉะน้ัน    x    A   และ      ไมเปนขอบเขตบนของ  A    นัน่คือ  b  =  sup A 
ในทํานองเดียวกัน  เราสามารถแสดงไดวา  inf  A  =  a     ● 

ขอสังเกต  3.1.21   :   ให  B =  {x | a    x  b  }  แลว    โดยทฤษฏีบท 3.1.16   สรุปไดวา   
sup  B  =  b   และ  inf  B  =  a 

ตัวอยาง  3.1.22   :   จงหาขอบเขตบนคานอยสุดและขอบเขตลางคามากสุด  ของ    
A  =  {x  |  2x -  x  <  6} 

       วิธีทํา   :   จาก   2x -  x  <  6      
       2x -  x  - 6  <  0 
 (x – 3)(x + 2)   <  0 

จะไดวา    
-2  <  x  <  3       

ดังนั้น จากตัวอยาง 3.1.20  จะไดวา  sup A  =  3  และ  inf A = -2      ● 

ทฤษฎีบท  3.1.23   :   ให   A  และ  B   เปนเซตใดๆ   นิยาม  A + B  โดย 
A + B  =  { a + b | a   A และ  b    B }  

ถา  A  และ  B   เปนเซตท่ีมีขอบเขต แลว 
(1)  sup (A+B)  =  (sup A) + (sup B) 

        (2)   inf (A + B) =  (inf A) + (inf B) 

        พิสูจน   :   ขอ (1)  เปนผลที่ไดจากทฤษฏีบท  3.1.9         เราจะพิสูจน  (2) ดังตอไปน้ี 
ให   A , B  เปนเซตท่ีมีขอบเขต  และ    

  =  inf A   ,    =  sup B 
ประการแรกเราจะแสดงวา    +    เปนขอบเขตลางของ  A  + B 
ให  a     A    และ    b     B ดังนั้น       a     และ      b     เราจึงไดวา 
  +       a + b
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ดังนั้น    +    เปนขอบเขตลางของ  A + B 
ให   u   >   +  จะแสดงวา   u   ไมเปนขอบเขตลางของ   A + B   
ให   d  =  u – (  + )    >   0   

เน่ืองจากวา      + 
2
d    ไมเปนขอบเขตลางของ  A   และ    +     ไมเปนขอบเขตลางของ  B 

ดังนั้นมี     A   และ      B       ซึ่ง 
   <     +            

  <     +      

เพราะฉะน้ัน    

 +    <      +   +       =      +   + d    =    u 

เพราะฉะน้ัน  u  ไมเปนขอบเขตลางของ  A + B          โดยทฤษฏีบท  3.1.16   เราสรุปไดวา  
 +    =  inf  (A+B)       

ขอสังเกต  3.1.24   :   สําหรับเซต  A , B  ใดๆ   ถาเรานิยาม  
AB  =  {ab |  a  A  , b  B }     

แลวไมจําเปนที่   
sup AB  =  (sup A)(sup B)  หรือ  inf AB  =  (inf A)(inf B) 

ดังเราจะแสดงในตัวอยาง  3.1.25   

ตัวอยาง  3.1.25   :   ให   A  =  {1 , 2 , 3}  และ  B =  {-1 , -3}   
จงแสดงวา   sup AB    (sup A)(sup B)   และ   inf AB    (inf A)(inf B)   

       วิธีทํา   :   จากทฤษฏีบท   3.1.6   ไดวา  sup A  =  3    และ   sup B  =  -1 
และจากทฤษฏีบท  3.1.17   ไดวา   inf A  =  1    และ   inf B  =  -3 
ดังนั้น  (sup A)(sup B)  =  3(-1)  =  -3 และ   (inf A)(inf B)  =  1(-3)  =  -3 

AB  =  {-1 , -2 , -3 , -6 , -9} 
จากทฤษฏีบท  3.1.6  ไดวา  sup AB  =  -1    และจากทฤษฏีบท   3.1.17   ไดวา  inf AB  =  -9 
ดังนั้น   sup AB  =  -1      (sup A)(sup B)  =  -3    และ    
  inf AB  =  -9      (inf A)(inf B)  =  -3     ● 
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       ในทํานองเดียวกันกับทฤษฏีบท  3.1.3   เราจะไดทฤษฏีบทตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท  3.1.26  :  ถา    S   มีขอบเขตลางคามากสุด        แลว   S   จะมีขอบเขตลางคามากสุด 
เพียงคาเดียว 

       พิสูจน   :   ให    และ      เปนขอบเขตลางคามากสุดของ  S 
เน่ืองจาก      เปน ขอบเขตลางของ  S   ดังนั้น          
และเน่ืองจาก    เปน ขอบเขตลางของ   S   ดังนั้น        
โดย  สมบัติไตรวิภาค   จะไดวา     =   
เพราะฉะน้ัน ขอบเขตลางคามากสุดของ  S   มีเพียงคาเดียว     

ทฤษฎีบท  3.1.27   :   ให A  เปนเซตมีขอบเขต   และให  c   เปนจํานวนจริง   นิยาม     
cA  =  {ca  | a  A}    

แลวไดวา 
(1)   sup  (cA)   =   c sup  A  ,  inf  (cA)   =   c inf A    ถา  c  >  0    
(2)    sup  (cA)   =   c inf  A  ,  inf  (cA)   =   c sup A    ถา  c  <  0    

        พิสูจน   :   ให   A  เปนเซตมีขอบเขต       
        (1)  ให  c  >  0   และ       =  sup  A 

ประการแรกเราจะแสดงวา  c    เปนขอบเขตบนของ  cA 
ให  x    cA   ดังนั้น  x  =  ca  สําหรับบางคาของ  a    A 
เพราะฉะน้ัน    a        และ  ca  <   c    นั่นคือ  c   เปนขอบเขตบนของ  ca 
ตอไปเราให      เปนขอบเขตบนของ  cA  เราจะแสดงวา       c  
สมมติ      <   c    ดังนั้น     <     

เพราะฉะน้ัน    ไมเปนขอบเขตบนของ  A   

นั่นคือ  มี  a    A  ซึ่ง  a  >     หรือ   ca  >   

เพราะฉะน้ัน    ไมเปนขอบเขตบนของ  cA  ซึ่งขัดแยงกับที่ขอกําหนดไว    
ดังนั้น        c  
สําหรับการพิสูจน   inf (cA)  =  c  inf A  เปนทํานองเดียวกัน   
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        (2)ให    =  sup A  ,    =  inf  A  และ  c  <  0    
จะแสดงวา   c   =  inf(cA) ให  x    cA   ดังนั้น  x  =  ca   สําหรับบาง  a    A 
เน่ืองจาก      a  และ  c  <  0   ดังนั้น  c     ca   ซึ่งสรุปไดวา   

c    เปนขอบเขตลางของ  cA 
ให     >  c    จะแสดงวา     ไมเปนขอบเขตลางของ  ca   เน่ืองจาก   <     

ดังนั้น  โดยทฤษฏีบท  3.1.8   จะมี  1a    A   ซึ่ง    <  1a     หรือ    >  c 1a  

เพราะฉะน้ัน    ไมเปนขอบเขตลางของ cA    
โดยทฤษฏีบท  3.1.16  สรุปไดวา  c   =  inf (cA) 
สําหรับการพิสูจน  sup(cA)  =  c inf A  เปนทํานองเดียวกัน       

3.2   บทนิยามของรีมันนอินทิกรัล   (Definition   of   the   Riemann   Integral) 

บทนิยาม  3.2.1   :   กําหนดให  [a,b]  เปนชวงปด   และ  n  เปนจํานวนเต็มบวก  พารทิชัน
(partition) ของ [a,b]  คือ  เซต  { 0x , 1x , … , nx }   ของจํานวนจริง  ซึ่ง   

       a  =   0x  < 1x  < … < nx   =  b 

บทนิยาม  3.2.2   :   กําหนดให  f :  A    R    เรากลาววา  f  มีขอบเขต (bounded)  ถามีจํานวน 
จริงบวก  M   ซึ่งสอดคลองวา     M  สําหรับทุก  x    A 

บทนิยาม  3.2.3   :   ให  f   เปนฟงกชันซึ่งมีขอบเขตบนชวง  [a,b]  และให   
       P  =  { 0x , 1x , … , nx }       

เปนพารทิชันของ [a,b]    สําหรับทุก  i    {1 , 2 , 3 , … , n}     ให 

              

          
เรานิยามผลบวกลาง (lower  sum)  ของ f  เทียบกับพารทิชัน  P  ซึ่งเขียนแทนโดยสัญลักษณ  
L(P,f)  ดังนี ้  

 

และนิยามผลบวกบน (upper  sum)  ของ f  เทียบกับพารทิชัน  P  ซึ่งเขียนแทนโดยสัญลักษณ  
U(P,f)  ดังนี้ 
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       เห็นไดจากบทนิยามวา  L(P,f)      U(P,f)  

บทนิยาม  3.2.4   :   ให  P  และ  Q   เปนพารทิชันของ  [a,b]   เราเรียก  Q  วาเปน  รีไฟนเมนท   
(refinement)   ของ  P    ถา  P  Q    (และกลาววา  Q   ละเอียดกวา  P  (finer   than  P)) 

ทฤษฎีบท  3.2.5  :   ถา  Q   เปนพารทิชันซึ่งละเอียดกวา  P   แลว   
L(P,f)    L(Q,f)    U(Q,f)    U(P,f) 

        พิสูจน   :   เราจะแสดงวา   L(P,f)    L(Q,f)     
เร่ิมตนจะพิจารณากรณีที่   Q   มีสมาชิก  y   เพียงสมาชิกเดียวที่ไมอยูใน  P 
กลาวคือ    P   =   {x0 , x1 , … , xn}       และ    Q   =   {x0 , … , xx-1 , y , xk , … , xn} 
ให       =          

   =    
สําหรับทุก        ให   

   =         
เน่ืองจาก      และ    เปนสับเซตของ   

 
ดังนั้น      

       ,             
และเราสรุปไดวา 
  ( xk - xk – 1)  =  ( y - xk – 1) + ( xk - y)   ( y - xk – 1) + ( xk - y) 
เพราะฉะน้ัน 
  L(P,f)  =   

      +   

                                               

   = L(Q,f) 
ในการพิจารณากรณีทั่วไป   ถา   Q  =    
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สําหรับ        ให         โดยท่ี    
จากผลท่ีพิสูจนแลวขางบน   เราสรุปไดวา 
   L(P,f)   =   L(P0 ,f)       L(P1 ,f)      …      L(Pn ,f)   =   L(Q,f)    

       ในทํานองเดียวกันเราสามารถพิสูจนไดวา 
U(Q,f)     U(P,f)     

และขอละการพิสูจน             

ทฤษฏีบท  3.2.6   :   ให  f   เปนฟงกชันซึ่งมีขอบเขตบน [a,b] และ  ให P  และ R  เปนสองพารทิ
ชันใดๆ  ของ [a,b]  แลว   

L(P,f)   U(R,f) 

       พิสูจน   :   ให Q  =  P  R    
เพราฉะน้ัน   Q   ละเอียดกวา  P   และ  Q   ละเอียดกวา  R  โดยทฤษฏีบท  3.2.5   ไดวา 

L(P,f)    L(Q,f)      U(Q,f)   U(R,f)    

ทฤษฏีบท  3.2.7   :   ถา  f   เปนฟงกชันมีขอบเขต  บน [a,b]          แลว 
sup{ L(P,f) | P  เปนพารทิชันของ  [a,b]}      inf{ U(Q,f) | Q  เปนพารทิชันของ  [a,b]}    

         พิสูจน    :   ให  P  เปนพารทิชันใดๆ   ของ [a,b]          เพราะฉะน้ัน    โดยทฤษฏีบท  
3.2.6  จะไดวา  

L(P,f)    U(Q,f) 
สําหรับทุกพารทิชัน Q ของ [a,b]     นั่นคือ  L(P,f) เปนขอบเขตลางของ   

{ U(Q,f) | Q เปนพารทิชันของ  [a,b]}       
เพราะฉะน้ัน    

L(P,f)    inf{ U(Q,f) | Q  เปนพารทิชันของ  [a,b]}    
เน่ืองจาก  P  เปนพารทิชันใดๆ ของ [a,b]       ดังนั้น   

   inf{ U(Q,f) | Q  เปนพารทิชันของ  [a,b]} 
เปนขอบเขตบนของ   { L(P,f) | P  เปนพารทิชันของ  [a,b]}   และเราสรุปไดวา   
sup{ L(P,f) | P  เปนพารทิชันของ   [a,b]}      inf{ U(Q,f) | Q เปนพารทิชันของ  [a,b]}  
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         เพื่อความสะดวกเก่ียวกับสัญลักษณ   เราจะเขียน   
     แทน   sup{ L(P,f) | P  เปนพารทิชันของ [a,b]}    

และ 
          แทน   inf{ U(P,f) | P  เปนพารทิชันของ  [a,b]} 

ทฤษฏีบท  3.2.8   :   ถา    1Q   และ  2Q    เปนพารทิชันใดๆ  ของ [a,b]  แลว 
   L( 1Q ,f)     { L(P,f) }    { U(P,f) }    U( 2Q ,f)  

       พิสูจน   :   โดยบทนิยามของขอบเขตบน  เราไดวา    
  L( 1Q ,f)       

และโดยบทนิยามของขอบเขตลาง  เราไดวา    
  { U(P,f) }    U( 2Q ,f)  

โดยทฤษฏีบท  3.2.7   จะไดวา  L( 1Q ,f)    { L(P,f) }    { U(P,f) }   U( 2Q ,f)   

บทนิยาม  3.2.9   :   ให    f   เปนฟงกชันมีขอบเขตบนชวง [a,b]           เรากลาววา  f   รีมันนอินทริ
เกรเบิล  (Riemann  integrable)บนชวง  [a,b]   ถาเง่ือนไขตอไปนี้เปนจริง 

{ L(P,f) }  =  { U(P,f) }      

เราเรียกคาท่ีเทากันน้ีวา  รีมันนอินทริกรัลของ  f   (Riemann   integral   of   f)  บน  [a,b]   เขียน
แทนโดยสัญลักษณ 

    หรือ            

         เราอาจกลาวไดอีกวา  f  ซึ่งสอดคลองบทนิยาม  3.2.9   เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตได   
(integrable  function)   บน  [a,b] 

        ฟงกชันที่อินทิเกรตไดงายท่ีสุดฟงกชันหนึ่ง   คือฟงกชันคาคงที่ 

ตัวอยาง  3.2.10   :   ให   f(x)  =  c   สําหรับทุก    c  [a,b]      เราจะแสดงวา f   อินทิเกรตไดบน  
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[a,b]     ดังเราจะแสดงการพิสูจนดังนี้   

       ให  P  =  {x0 , x1 , … , xn}  เปนพารทิชันใดๆ  ของ  [a,b]           เพราะวา f  มีคาคงที่ 
บนแตละชวงยอย   เราได  mi  =  Mi  =  c   และ 
          L(P,f) =   =  

            =  
ในทํานองเดียวกันจะไดวา 
           U(P,f)     =      =   

เน่ืองจากผลบวกบนและผลบวกลางเทากัน เราจะไดวา 
  

 
{ L(P) }  =  { U(P) }   =      

ดังนั้น  f   อินทิเกรตได   และ 

     =        ● 

ตัวอยาง  3.2.11   :   พิจารณาดิริกเลตฟงกชัน  D   นิยามบนชวง  [0,1]    ดังนี้ 
         1   ถา   x   เปนจํานวนตรรกยะ 

D(x)  =   
         0  ถา   x   เปนจํานวนอตรรกยะ 
เราจะแสดงวา   D   ไมเปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตไดบน  [0,1]   

       วิธีทํา  :   ให   P  =  {x0 , x1 , … , xn}  เปนพารทิชันใดๆ   ของ [0,1]   
โดยทฤษฎีบท  2.3  และทฤษฎีบท 2.4  มีจํานวนตรรกยะ  yi  [xi-1 , xi]  และมีจํานวนอตรรกยะ   

  [xi-1 , xi]   สําหรับทุก      
ดังนั้น mi  =  D( )   =   0   และ     Mi   =   D(yi)   =   1 และจะไดวา    
   U(P,D)    =         =     1(1 – 0)     =    1 

และ 
   L(P,D)     =         =     0(1 – 0)     =    0 

เพราะฉะน้ัน   ทุกพารทิชัน  P   เราสรุปไดวา 
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{ L(P,D) }  =   0    
 

{ U(P,D) }  =  1 

นั่นคือ     ดิริกเลตฟงกชัน  ไมเปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตไดบน  [0,1]      ● 

        ทฤษฏีบทตอไปน้ีเปนทฤษฏีบทที่เปนเง่ือนไขที่จําเปนและเพียงพอสําหรับการ
อินทิเกรตไดของฟงกชัน 
ทฤษฏีบท  3.2.12   :   กําหนดให  f   เปนฟงกชันซึ่งมีขอบเขตบนชวง [a,b]          แลว  f  รีมันน
อินทริเกรเบิล  บนชวง [a,b]  ก็ตอเมื่อ  สําหรับแตละ    >  0   จะมีพารทิชัน  Q   ของ  [a,b]  ซึ่ง   

U(Q,f) – L(Q,f)   <       

        พิสูจน   :   ( )   กําหนดให   f      เปนฟงกชันซึ่งสอดคลองวาสําหรับแตละ   > 0   
จะมีพารทิชัน   Q   ของ  [a,b]    ซึ่ง   U(Q,f)  -   L(Q,f)  <     
สมมติ   f   ไมเปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตได     ดังนั้น 

 { L(P,f) }      { U(P,f) }   

และโดยทฤษฎีบท  3.2.7   เราสรุปไดวา 
 { L(P,f) }   <   { U(P,f) }   

ให     =   { U(P,f) }  -  { L(P,f) }      ดังนั้น     >  0 

โดยสิ่งที่กําหนดให  จะมีพารทิชัน      ซึ่งสอดคลอง 
U( ,f) - L( ,f)  <   

โดยทฤษฏีบท 3.2.8   เราไดวา    
L( ,f)     { L(P,f) }   <   { U(P,f) }    U( ,f) 

และสรุปไดวา 
  =   { U(P,f) }  -  { L(P,f) }     U( ,f) - L( ,f)  <      

ซึ่งเปนขอขัดแยง เพราะฉะน้ัน f   เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตได 

       ( )   ให   f   เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตได   บนชวง  [a,b]   และ     =  I 

ให     >  0      เราตองการแสดงวา   มีพารทิชัน  P   ซึ่ง  U(P,f) – L(P,f)  <   
โดยบทนิยาม  3.2.9  ไดวา   

I  =  { L(P,f) }  =  { U(P,f) }  
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เน่ืองจาก   I -    ไมเปนขอบเขตบนของ   {L(P,f) | P   เปนพารทิชันของ [a,b]}   ดังนั้น    

จะมีพารทิชัน  R   ของชวง [a,b]    ซึ่ง     
   I -     <   L(R,f) 

ในทํานองเดียวกัน   I +    ไมเปนขอบเขตลางของ   {U(P,f) | P เปนพารทิชันของ [a,b]}   

ดังนั้นจะมีพารทิชัน  Q   ของ  [a,b]   ซึ่ง  U(Q,f)  <  I +  

ให   P   =    ดังนั้น 
I -   <   L(R,f)     L(P,f)     U(P,f)     U(Q,f)   <   I +   

และจะได          

U(P,f) - L(P,f)   <                

ตัวอยาง  3.2.13   :   จงแสดงวา   f(x)  =  x   อินทิเกรตไดบนชวง   [a,b] 

        พิสูจน   :   เราจะแสดงวา  f   สอดคลองทฤษฎีบท  3.2.12     
       ให    >   0         สําหรับแตละจํานวนเต็มบวก  n       ให   
 P   =  {x0 , x1 , … , xn}      

เปนพารทิชันของชวง  [a,b]   ซึ่งมีความกวางของทุกชวงยอยเทากัน      โดยยาวชวงละ    

xi – xi-1    =           เน่ืองจาก f  เปนฟงกชันเพิ่มในแตละชวงยอย  i        คานอยสุดของ  f   

เกิดขึ้นที่จุดปลายดานซาย xi-1    และคามากสุดของ  f   เกิดขึ้นที่จุดปลายดานขวา xi        นั่นคือ 
Mi   =   f(xi)    =    xi และ   mi  =    f(xi-1)    =   xi-1 

ดังนั้น 
U(P f) - L(P,f)     =        

=        

     =      

     =      
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     =      

     =        

โดยหลักอารคีมีดิส   เราสามารถเลือกจํานวนเต็มบวก  n   ซึ่ง 

                >          

แลว  P    จะสอดคลองทฤษฏีบท 3.2.12      ซึ่งจะสรุปไดวา  f  เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตไดบนชวง  
[a,b] 

       ในการหาคา    นี้เราสามารถหาคา    ไดดังรายละเอียดตอไปน้ี 

ให  P   =  {x0 , x1 , … , xn}   เปนพารทิชันของชวง  [a,b]   แลวจะไดวา 
   L(P,f)               U(P,f)    

แต 
 U(P,f) + L(P,f)    =        

     =      

     =      

     =      
     =      
และ 

      =      

ดังนั้นสําหรับทุกพารทิชัน  Pn  ใดๆ   ของ   [a,b]    เราไดวา   

L(P,f)            U(P,f)       

หรือ
  

{ L(P,f) }             { U(P,f) } 

เน่ืองจาก  f   เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตได   ดังนั้น 
{ L(P,f) }   =    { U(P,f) } 

และเราจึงสรุปไดวา 
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      =         ● 

        ตอไปเราจะพิสูจนผลบางประการที่เกี่ยวของกับอินทิกรัล  โดยอาศัยความหมายของ  
อินทิกรัล   ความหมายของขอบเขตบนคานอยสุด   และขอบเขตลางคามากสุด 

ทฤษฏีบท  3.2.14   : 
(1)   กําหนดให  f   อินทิเกรตไดบนชวง [a,b]  และ  m  f(x)  M  สําหรับทุก  x   [a,b]    แลว    

m(b – a)       M(b – a)  

(2)   ถา  f  เปนฟงกชันซึ่งมีคาไมเปนลบบน  [a,b]  และ  f  อินทิเกรตไดบน  [a,b]  แลว  0     

        พิสูจน  :   (1)   ให  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]   และ m  f(x)  M   หรับ
ทุก  x    [a,b] 
พิจารณา   P1  =  {a = x0 , x1 = b}   ซึ่งเปนพารทิชันหนึ่งของ [a,b]   และให 

    m1   =    inf  
              M1   =   sup  

ดังนั้น       
L(P1 ,f)   =   m1(b – a)   ,   U(P1 ,f)   =   M1(b – a) 

สังเกตไดวา     
m(b – a)       m1(b – a)       M1(b – a)      M(b – a) 

แต        

  =   { L(P,f) }      L(P1 ,f)   =   m1(b – a)       m(b – a) 

ทํานองเดียวกัน  เราไดวา 

  
 

  =   { U(P,f) }     U(P1 ,f)   =  M1(b – a)     M(b – a) 

ดังนั้น         

m(b – a)            M(b – a)       
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       (2)   จากกําหนดใหจะมีคาบวก  M   ซึ่งสอดคลองวา   0    f(x)     M 
สําหรับทุก   x   [a,b]   โดยขอ  (1)   สรุปไดวา 

0     M(b-a)       

ทฤษฎีบท 3.2.15  :   ถา  f  เปนฟงกชันโมโนโทนเพ่ิมขึ้นและตอเน่ืองบนชวง [a,b]   แลว  f   
อินทิเกรตไดบน  [a,b] 

        พิสูจน   :   ให    f    เปนฟงกชันเพิ่มและตอเน่ืองบนชวง   [a,b]    
ให     >  0    พิจารณาพารทิชัน 

  Pn   =   {x0 , x1 , … , xn} 
ซึ่งเปนพารทิชันของ  [a,b]  ที่ความยาวของแตละชวงยอยเทากัน        
เน่ืองจาก   f   ตอเน่ืองและเปนฟงกชันเพิ่ม   ดังนั้นบนชวงยอยที่  i        f  จะมีคานอยสุดที่จุดปลาย
ดานซาย คือ xi-1        และ f  มีคามากสุดที่จุดปลายดานขวา คือ xi          ดังนั้น 

 Mi   =   f(xi)     และ   mi   =   f(xi-1) 
เราเห็นไดวา     

mi   =   Mi-1   ,   i  =   2 , 3 , … , n      
m1   =   f(a)        Mn   =   f(b) 

นอกจากน้ี 
   U(Pn) – L(Pn)    =     

    =      

    =      

    =      

ถาเราเลือกจํานวนเต็มบวก  n   ซึ่งสอดคลองวา 

 n  >         

แลวจะไดวา     
U(Pn) – L(Pn)    <    

ซึ่งสรุปโดยทฤษฎีบท   3.2.12   ไดวา   f    อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]       

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



28 

ทฤษฎีบท  3.2.16  :    ถา  f  อินทิเกรตได  บนชวง  [a,b]   แลวสําหรับทุก     >  0   
มีพารชัน  P   ซึ่งสอดคลองเงื่อนไขตอไปนี้ 

0  U(P,f) -   <  และ  0   - L(P,f)  <   

       พิสูจน  :    ให   f   อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b] กําหนด     >  0 
โดยทฤษฏีบท   3.2.12   จะมีพารทิชัน  Q  =  {x0 , x1 , … , xn}  บน  [a,b]     ซึ่งสอดคลอง 
   U(Q,f) – L(Q,f)     <    
จากบทนิยามขอบเขตบนจะไดวา 
   L(Q,f)         { L(P,f) }    

แต  

   
 

      =      { L(P,f) } 

ดังนั้น       

L(Q,f)          

และจะได 

      0      U(Q,f) -   U(Q,f) - L(P,f)    

นั่นคือ   

0      U(Q,f) -   <   

ในทํานองเดียวกันจะไดวา 

            U(P,f) 

และดังนั้น 

    -  L(P,f)    U(P,f) – L(P,f)   <   

นั่นคือ   

0   - L(P,f)  <          
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 ทฤษฏีบท  3.2.17  :   ถา  f  และ  g   เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตได  บนชวง [a,b]  และ  g(x)    
f(x)   
สําหรับทุก  x     [a,b]  แลว    

 

        พิสูจน  :    เราจะแสดงวา  { L(P,g) }     { L(P,f) }  

ให       =             เพราะฉะน้ัน  

     L(P,f)   สําหรับทุกพารทิชัน P  ของ  [a,b] 
เน่ืองจาก  g(x)    f(x)   สําหรับทุก  x   [a,b] ดังนั้น 

     L(P,f)     L(P,g)     
สําหรับทุกพารทิชัน  P   ของ  [a,b] 
นั่นคือ    เปนขอบเขตบนของ   

{ L(P,g) :  P  เปนพารทิชันของ  [a,b] }   
ทําใหเราสรุปไดวา 

    { L(P,g) }   

แต 
     =    

เพราะฉะน้ัน 
{ L(P,f) }    { L(P,g) } 

ซึ่งสรุปไดวา    

                    

ทฤษฏีบท  3.2.18  :  กําหนดให  f   เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตได  บนชวง   [a,b]          ถามจีํานวน
จริง   J   ซึ่งสอดคลอง   

L(P,f)    J    U(P,f)     
สําหรับทุกพารทิชัน  P   ของ  [a,b]              แลวไดวา 
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        พิสูจน    :     กําหนดให  f   เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตได    บนชวง   [a,b]     และให   
J   เปนจํานวนจริงซึ่งสอดคลอง 

L(P,f)     J    U(P,f)       
สําหรับทุกพารทิชัน  P   ของ  [a,b]   

        ประการแรกเราจะแสดงวา     J เน่ืองจาก  J  เปนขอบเขตบนของ   

{ L(P,f) | P  เปนพารทิชันของ  [a,b]}    

แต     เปนขอบเขตบนคานอยสุด     ของ   

{ L(P,f) | P  เปนพารทิชันของ  [a,b]}    
ดังนั้น   

      J   

       ตอไปจะแสดงวา  J      เน่ืองจาก  J  เปนขอบเขตลางของ   

{ U(P,f) | P  เปนพารทิชันของ  [a,b]}    

และ     เปนขอบเขตลางคามากสุด      ของ   

{ U (P,f) | P  เปนพารทิชันของ  [a,b]}    
ดังนั้น   

       J     

เพราะฉะน้ัน      

J  =          
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บทท่ี 4 
สมบัติของอินทิกรัล 

 (Properties  of  the   Integral) 

4.1   เง่ือนไขของการอินทิเกรตได (Integrability   Conditions) 

ในหัวขอน้ีเราจะศึกษาสมบัติบางประการของ  f     ซึ่งจะทําให  f   อินทิเกรตได     
สมบัติเหลานี้  คือ   ความตอเน่ืองและการเปนฟงกชันโมโนโทน  

ทฤษฎีบท  4.1.1   :   ถา  f   ตอเน่ืองบนชวง [a,b]          แลว  f   อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b] 

 พิสูจน :   ให  ε   >  0      เราจะแสดงวามีพารทิชัน  P   ซึ่งสอดคลอง 
  U(P,f) – L(P,f)  <  ε  

ให  ε   =   ε
b-a

     เน่ืองจาก   f   ตอเน่ืองแบบยูนิฟอรมบนชวง  [a,b]   ดังนั้นจะมี  δ   >  0  ซึ่ง

สอดคลอง 
f(x) f(y)   <   ε  

สําหรับทุก  x , y   ใน  [a,b]  ซึ่ง   x y   <   δ  
ให  P  =  {x0 , x1 , … , xn}    เปนพารทิชันของ  [a,b]         ซึ่งแตละชวงยอย  [xi-1 , xi]  มีความยาว
นอยกวา  δ     
ดังนั้นสําหรับแตละ  x  และ  y   ใน  [xi-1 , xi]   เราไดวา  f(x) f(y)   <   ε  
สําหรับทุก   i 1,2,...,n    ให 
   Mi   =   i-1 isup f(x) | x x x  
   mi   =    i-1 iinf f(x) | x x x  
และเราสรุปไดโดยทฤษฎีบท  2.13   วา   Mi   =   f(x)     และ   mi   =   f(y)   สําหรับบางคาของ  x,y  
ใน  [xi-1 , xi]  ดังนั้น 

Mi  –  mi  <  ε  
เพราะฉะน้ัน    
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U(P,f) – L(P,f)    =     

     <        =  (b – a)   =    

ทฤษฎีบท  4.1.2   :    ถา  f   เปนฟงกชันโมโนโทนไมลดลงบนชวง [a,b]           แลว  f   อินทิเกรต 
ไดบนชวง [a,b]    

        พิสูจน    :   ประการแรกเราจะแสดงวา  f  มีขอบเขต         เน่ืองจาก   f   เปนฟงกชัน
โมโนโทนไมลดลง สําหรับทุก  x    [a,b]   จะไดวา    

f(a)    f(x)     f(b) 
ดังนั้น      f([a,b])  มีขอบเขตลางและขอบเขตบน     
พิจารณา   พารทิชัน   Pn   =   {x0 , x1 , … , xn}  ของ  [a,b]   ที่มีความยาวของแตละชวงยอยเทากัน   
ซึ่งกวางชวงละ         เน่ืองจาก   f    เปนฟงกชันโมโนโทนไมลดลง         ดังนั้น   บนแตละ

ชวงยอย  [xi – 1 , xi] f  จะมีคานอยสุดที่  xi-1       และมีคามากสุดที่  xi           
ดังนั้น   

mi   =   f(xi-1)    ,      Mi   =   f(xi) 
และไดวา 
  U(Pn ,f) - L(Pn ,f)      =       

=       

     =  

     =  

โดยทฤษฎีบท   2.2   สามารถเลือก  n  ใหมีขนาดใหญเพียงพอซึ่งสอดคลอง 
   n   >    

ดังนั้น 
   U(Pn ,f)  –  L(Pn ,f)     <      
โดยทฤษฎีบท   3.2.13   สรุปไดวา  f  อินทิเกรตไดบน  [a,b]     
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ทฤษฎีบท  4.1.3   :   ถา  f  เปนฟงกชันโมโนโทนไมเพิ่มขึ้นบนชวง [a,b]        แลว  f  อินทิเกรต 
ไดบนชวง [a,b]   

        พิสูจน    :   ประการแรกเราจะแสดงวา  f  มีขอบเขต     เน่ืองจาก   f   เปนฟงกชันโม
โนโทนไมเพิ่มขึ้น        สําหรับทุก  x    [a,b]   จะไดวา    

f(a)    f(x)     f(b) 
ดังนั้น    f    มีขอบเขตลาง    คือ  f(b)    บนชวง  [a,b] 
พิจารณา   พารทิชัน   Pn   =   {x0 , x1 , … , xn}  ของ  [a,b]   ที่มีความยาวของแตละชวงยอยเทากัน   
ซึ่งกวางชวงละ  xi – xi-1   =     f   จะมีคานอยสุดที่   xi   และคามากสุดที่  xi-1        

ดังนั้น   
mi   =   f(xi)    ,      Mi   =   f(xi-1) 

และไดวา 
  U(Pn ,f) – L(Pn ,f)      =

 
 

=       

     =  

     =  

โดยทฤษฎีบท   2.2      สามารถเลือก  n  ใหมีขนาดใหญเพียงพอซึ่งสอดคลอง 
   n   >    

ดังนั้น 
   U(Pn ,f)  –  L(Pn ,f)     <      
โดยทฤษฎีบท   3.2.13   เราสรุปไดวา  f  อินทิเกรตไดบน  [a,b]      

ตัวอยาง  4.1.4   :   พิจารณาฟงกชัน   f   นิยามบนชวง  [0 , 1]    ดังนี้ 
      ให 

 

สังเกตวา  f   มีจํานวนจุดซึ่งไมตอเน่ืองเปนจํานวนอนันต        ซึ่งปรากฎที่จุด        
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(เมื่อ  n  >  1)    เราจะแสดงวา  f  เปนฟงกชันโมโนโทนไมลดลง 

ให   x , y   [0,1]   และ   x < y 
      กรณีที่ 1   : x  =  0    ,    y  =  1 ดังนั้น  f(x)   =   0   <   1   =   f(y) 
      กรณีที่ 2   : x   (0,1)  ,   y  =  1 เน่ืองจากคาสูงสุดของ  f   คือ  1     

ดังนั้น    f(x)      1   =   f(y) 
      กรณีที่ 3   : x   (0,1)  ,   y   (0,1) ดังนั้น  มี    ซึ่ง 

      <   x   <     

ถา          แลว  f(x)   =      =   f(y) 

 
ถา          แลว   เราสรุปไดวามี     ซึ่ง    <  n       และ 

    

ดังนั้น 
   f(x)   =      <      =   f(y) 

โดยทฤษฎีบท   4.1.2   เราสรุปไดวา   f   อินทิเกรตไดบน  [0,1]       ● 

4.2   สมบัติการบวกและสมบัติเชิงเสนของอินทิกรัล   (The    Additivity    and    Linearity    of     
the   Integral) 

       พิจารณาฟงกชัน   f   นิยามบนชวง  [0,2]  ดังนี ้

  

        เห็นไดวา   g(x)  =  x2     นิยามบนชวง  [0,1]     เปนฟงกชันที่อินทิเกรตได        และ 
 h(x)  =  1.5 – x    นิยามบนชวง  [1,2]   เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตไดเชนกัน   ดังนั้นเราคาดวา  f  
เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน  [0,2]    ทฤษฎีบทตอไปนี้ (สมบัติการบวกของอินทิกรัล)   และ 
ทฤษฎีบท   4.1.3    ทําใหเราสรุปไดวา   f   เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน [0,2]   
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ทฤษฎีบท  4.2.2   :   (สมบัติการบวกของอินทิกรัล )   ถา  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]  และ  [b,c]             
แลว  f  อินทิเกรตไดบนชวง[a,c]  และกลับกัน  ถา  f  อินทิเกรตไดบนชวง [a,c]  และ  a  <  b  <  c        
แลว  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]  และ  [b,c]    และ 

      =   +    

       พิสูจน   :   ( ) ให  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]  และ  [b,c]   และ  ให 
            P1  =    {a = x0 ,…..,xk   =  b}     
            P2  =    {b = xk ,…..,xn  =  c}     
เปนพารทิชันของ  [a,b]    และ   [b,c]   ตามลําดับ        พิจารณา  

P  =   P1  P2  = {x0 , x1 ,…, xk , … , xn}  
แลว   P   เปนพารทิชันของ  [a,c]   สําหรับ   i    {1 , 2 , … , n}   ให 
            mi   =   inf{f(x) | xi – 1  x  xi}   
            xi =   xi – xi-1 
ดังนั้น 

L(P , [a,c]) =  

 =  

 = L(P1 , [a,b]) + L(P2 , [b,c]) 
เน่ืองจาก 

 L(P , [a,c])      

เพราะฉะน้ัน 
 L(P1 , [a,b]) + L(P2 , [b,c])         

ดังนั้น 
      เปนขอบเขตบนของเซตของผลบวกในรูป 

L(P1 , [a,b]) + L(P2 , [b,c]) 
โดยทฤษฎีบท   3.1.23   เราสรุปไดวา 

 +         

หรือ 
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  +       

 (4.2.2.1) 
ในทํานองเดียวกันสําหรับผลบวกบน   เราจะไดวา 

    +   

ดังจะแสดงรายละเอียดดังน้ี    สําหรับ    i    {1 , 2 , … , n}   ให 
Mi  = sup{f(x) | xi-1  x  xi}   

 = xi – xi-1 
ดังนั้น   

U(P , [a,c]) =  

 =  

 = U(P1 , [a,b]) + U(P2 , [b,c]) 
เน่ืองจาก 

   U(P , [a,c])  
เพราะฉะน้ัน 

   U(P1 , [a,b])  +  U(P2 , [b,c]) 
ดังนั้น    เปนขอบเขตลางของเซตของผลบวกท้ังหมดในรูป 

   U(P1 , [a,b])  +  U(P2 , [b,c]) 
โดยทฤษฎีบท  3.1.23   เราสรุปไดวา 
          +   
หรือ 

       +     (4.2.2.2) 

จากอสมการ   (4.2.2.1)  และอสมการ  (4.2.2.2)  จะไดวา 

  +            +  

ดังนั้น 
   =       
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ซึ่งทําใหเราสรุปไดวา  f  อินทิเกรตไดบน  [a,c]   และ       =
   

 +
 

   

 ( ) กําหนดให  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,c]          ให        >   0           
โดยทฤษฎีบท  3.2.12  มีพารทิชัน  P  ของ  [a,c]  ซึ่งสอดคลองวา 
  U(P,f)  –  L(P,f)     <          
ให   Q   =      แลว   Q    เปนรีไฟนเมนทของ  P 
โดยทฤษฎีบท  3.2.5    ไดวา 

 L(P,f)      L(Q,f)    U(Q,f)     U(P,f) 
ดังนั้น 

0      U(Q,f) – L(Q,f)      U(P,f) – L(P,f)    <    
พิจารณา    Q1 = {x0 ,…, xk = b}   
ซึ่งเปนพารทิชันของ  [a,b] 
และ      
   Q2 = {xk ,…, xn}         
ซึ่งเปนพารทิชันของ  [b,c]    และ  Q  =  Q1  Q2 
สําหรับ    i    {1 , 2 , … , n}   ให 
     mi  =  inf {f(x) | xi-1  x  xi} 
     Mi  = sup{f(x) | xi-1  x  xi} 
และไดวา        

 =  xi – xi-1 
  L(Q1 ,[a,b])  +  L(Q2 ,[b,c]) =    +    

      =  

      = L(Q ,[a,c])  (4.2.2.3) 
และ    
  U(Q1 ,[a,b])  +  U(Q2 ,[b,c]) =    +    

      =   

      = U(Q ,[a,c])   (4.2.2.4) 

นํา  (4.2.2.3) – (4.2.2.4)  จะได 
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  (U(Q1 ,[a,b]) - L(Q1 ,[a,b]))  +  (U(Q2 ,[b,c]) - L(Q2 ,[b,c])) 

      = U(Q ,[a,c])  –  L(Q ,[a,c]) 
เน่ืองจาก U(Q ,[a,c]) – L(Q ,[a,c]) <        ดังนั้น     
  (U(Q1 ,[a,b]) – L(Q1 ,[a,b])) + (U(Q2 ,[b,c]) – L(Q2 ,[b,c]))   <    
เน่ืองจาก U(Q2 ,[b,c]) – L(Q2 ,[b,c])           0   ดังนั้น   

  U(Q1 ,[a,b]) – L(Q1 ,[a,b])   <       
และทํานองเดียวกัน  

  U(Q1 ,[a,b]) – L(Q1 ,[a,b])       0 
ดังนั้น   
  U(Q2 ,[b,c]) – L(Q2 ,[b,c])    <       
โดยทฤษฏีบท  3.2.12  จะไดวา f อินทิเกรตไดบนชวง [a,b]    และ f อินทิเกรตไดบนชวง [b,c]  

บทนิยาม  4.2.3   :   ถา  f   อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]  (ซึ่ง  a < b)      แลวเรานิยาม 

      =    –   

สําหรับจํานวน  a  ใดๆ   ในโดเมนของ  f   และนิยาม 

     =   0 

ทฤษฎีบท  4.2.4   :   ถา  f  อินทิเกรตไดบนชวง  I   และ  a , b , c    I             แลว 

       =     +  

(แมวา  b  จะไมไดอยูระหวาง  a  และ  c  ก็ตาม) 

        พิสูจน   :   กรณีที่1  :     b < a < c  
โดยบทนิยาม  4.2.3   จะไดวา 

     =    –  

และโดยทฤษฎีบท  4.2.2   จะไดวา    

    =    

ทําให 
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     =    –  +      =       +       

        กรณีที่2  :     a < b < c  
โดยทฤษฎีบท  4.2.2   จะไดวา 

     =     +  

        กรณีที่3  :     a < c < b  
โดยบทนิยาม  4.2.3   จะไดวา 

     =    –  

และโดยทฤษฎีบท  4.2.2  จะไดวา    

     =       +   

ทําให 

     =       –        =       +        

ทฤษฎีบท  4.2.5   :   (Linearity 1)  ถา  f  และ  g  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]           แลว  f+g  
อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]     และ 

        =    +     

         พิสูจน   :   ให     >  0     เมื่อ  f  และ  g  สามารถอินทิเกรตได   
โดยทฤษฎีบท 3.2.12  มีพารทิชัน  Q  และ  R    ของชวง  [a,b]     ซึ่งสอดคลองเงื่อนไขตอไปนี้ 
   U(Q,f) – L(Q,f)   <       

และ   
  U(R,g) – L(R,g)   <      

ให     
  P    =     Q   R   
โดยทฤษฎีบท 3.2.5     จะไดวา 
  U(P,f) – L(P,f)      U(Q,f) – L(Q,f)   <      
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และ 
  U(P,g) – L(P,g)      U(R,g) – L(R,g)   <      

ซึ่งทําใหสรุปไดวา 
  (U(P,f) + U(P,g)) – (L(P,f) + L(P,g))     <        (4.2.5.1) 
ตอไปจะเปรียบเทียบ  
   U(P, f + g)    กับ     U(P,f)  +  U(P,g) 
สําหรับ    i    {1 , 2 , … , n}   ให 
   Mi = sup  
     = sup  
    = sup  
ดังนั้น  สําหรับ  x  ใด ๆ  ใน  [xi-1 , xi] 
  (f + g)(x) = f(x) + g(x)     +    (4.2.5.2) 
นั่นคือ    +    เปนขอบเขตบน  (f + g)([xi-1 , xi])       ดังนั้น 
   Mi    +       (4.2.5.3) 
คูณแตละเทอมใน  (4.2.5.3)  ดวย       =   xi – xi-1     และหาผลบวก    ซึ่งจะได 
            =     +    

และเราสรุปไดวา 
  U(P, f + g)      U(P,f)  +  U(P,g)    (4.2.5.4) 
ในทํานองเดียวกันเราไดวา 
   L(P,f) + L(P,g)         L(P ,f + g) 
จาก  (4.2.5.4)   และ  (4.2.5.2)   เราไดวา 

U(P ,f + g) – L(P, f + g)     (U(P,f) + U(P,g)) – (L(P,f) + L(P,g)) 
และจาก  (4.2.5.1)   ทําใหเราสรุปไดวา 
  U(P ,f + g) – L(P, f + g)    (U(P,f) + U(P,g)) – (L(P,f) + L(P,g))   <   
โดยทฤษฎีบท  3.2.12     เราสรุปไดวา   f + g      อินทิเกรตได  บนชวง  [a,b]    

ทฤษฎีบท 4.2.6   :   (Linearity  2)  ถา  c  เปนคาคงตัวใด ๆ  และ  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]   
แลว  cf  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]  และ 

      =   c  
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        พิสูจน   :   ให        P     =   {x0 , x1 , … , xn}      เปนพารทิชันใดๆ   ของ  [a,b] 
และสําหรับ     i       {1 , 2 , … , n}     ให 

Mi   =    sup  

    =    sup  
        กรณีที่  1  :     c   >   0 โดยทฤษฎีบท  3.1.27    จะไดวา 
       =     c Mi 
U(P,cf)    =          =          =          =     

cU(P,f) 
และ 

   =      =      =   c  

ทํานองเดียวกัน 
 

   
   =   c  

เพราะฉะน้ัน cf    อินทิเกรตไดบน  [a,b]   และ     =   c  

        กรณีที่  2  :     c  =  0       เราไดวา      
  U(P,cf)      =      =      =   0 

  L(P,cf)      =      =      =   0 

ดังนั้น 

      =      =   0   
และ 

   
   =      =   0  

ทําใหเราสรุปไดวา       =  0   =    
        กรณีที่ 3  :    c   <   0 โดยทฤษฎีบท   3.1.27    เราไดวา 

  =   =  =  c  

และ 

  =  =  =  c   
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ทําใหสรุปไดวา   cf   อินทิเกรตไดบน  [a,b]  และ     =          

       เราทราบวาฟงกชันตอเน่ืองเปนเงื่อนไขเพียงพอสําหรับการอินทิเกรตได    แตเรายัง
ไมทราบวาความตอเน่ืองเปนเง่ือนไขจําเปนสําหรับการอินทิเกรตไดหรือไม         สามทฤษฎีบท 
ตอไปนี้   จะแสดงวาความตอเน่ืองไมเปนเงื่อนไขจําเปนสําหรับการอินทิเกรต   

ทฤษฏีบท  4.2.7   :   ถา  f  มีขอบเขตบนชวง  [a,b]  และตอเน่ืองบนชวง  [a,b]   ยกเวนที่  a    
แลว   f   อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b] 

        พิสูจน   :   ให  f  มีขอบเขตบนชวง  [a,b]  และตอเน่ืองบนชวง  [a,b]   ยกเวนที่  a    
ดังนั้นมี  M    และ   m   ซึ่งสอดคลองเงื่อนไขตอไปน้ี 

M   =    ,    m   =        

ให   >   0   เลือก     >  0   ซึ่ง   (M – m)   <    และ   a +   <  b 

พิจารณาชวง   [a , a + ]   ซึ่ง  f    มีขอบเขต        ดังนั้นมี    และ   m1   เปนขอบเขตบน
คานอยสุดและขอบเขตลางคามากสุดของ  f    บน [a , a + ]   ตามลําดับ       พิจารณา 

R  =  {a , a + }   
ซึ่งเปนพารทิชันของชวง  [a , a + ]     จะไดวา     

U(R,f) – L(R,f)     =     -     =     (  - )  
เน่ืองจาก    M1      M และ    m1      m     ดังนั้น 
   M – m       M1 – m1  
หรือ 

(  - )        (  - )      <      
เน่ืองจาก  f  ตอเน่ืองบนชวง  [ a +  , b]      ดังนั้น   f   อินทิเกรตไดบน  [ a +  , b] 
โดยทฤษฎีบท   3.2.12   จะมีพารทิชัน 
   Q     =     { a +  =  x1 , x2 , … , xn  =  b} 
ของ   [ a +  , b]   ซึ่งสอดคลอง 
   U(Q,f) – L(Q,f)     <      

พิจารณา 
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   P    =     {a   =   x0 , a +  =  x1 , x2 , … , xn  =  b} 
ซึ่งเปนพารทิชันของ   [a,b]   การพิสูจนทฤษฎีบทจะสิ้นสุด   ถาเราแสดงไดวา 
   U(P,f) – L(P,f)     <      
สําหรับ    i     {2 , 3 , … , n}    ให 
  Mi     =      
  mi     =      
ดังนั้น 
  U(P,f) – L(P,f)    =    [M1  + M2(x2 – x1) + … + Mn(xn – xn – 1)] –  
           [m1  + m2(x2 – x1) + … + mn(xn – xn – 1)] 
       =    (M1 – m1)  + (M2 – m2) (x2 – x1) + … + 

(Mn – mn) (xn – xn – 1) 
       = (M1 – m1)  + U(Q,f) – L(Q,f) 
       <  +        =         

ทฤษฏีบท  4.2.8   :   ถา  f  มีขอบเขตบนชวง  [a,b]  และตอเน่ืองบนชวง  [a,b]   ยกเวนที่  b    
แลว   f   อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b] 

        เราจะละการพิสูจนทฤษฎีบท   4.2.8            เน่ืองจากการพิสูจนเปนทํานองเดียวกับ 
ทฤษฎีบท  4.2.7 

ทฤษฏีบท  4.2.9   :   ถา  f   มีขอบเขตบนชวง [a,b]  และตอเน่ืองบนชวง [a,b]    ยกเวนที่จุดซึ่งมี 
จํานวนนับถวน         แลว  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]   

       พิสูจน     :   โดยทฤษฎีบท  4.2.7     ทฤษฎีบท  4.2.8   และสมบัติการบวกของ
อินทิกรัล    ดังนั้นเพียงพอที่จะพิสูจนทฤษฎีบท    เมื่อ  f  ตอเน่ืองบน  [a,b]   ยกเวนที่จุด   x1 , x2     
เมื่อ  x1    x2          สมมติ   x1  <  x2     เราจะพิสูจนโดยแยกพิจารณากรณีตามคาของ  x1 , x2   

       กรณีที่ 1   : a  <  x1  <  x2 <  b 
ให   y1  =       เปนจุดซึ่งอยูระหวาง   a  และ  x1      จะไดวา  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a , y1]  

  
และโดยทฤษฏีบท  4.2.8     จะไดวา  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [y1 , x1]  
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ดังนั้น   โดยทฤษฏีบท  4.2.2    จะไดวา  f  อินทิเกรตได  บนชวง  [a , x1]   และ 
ให  y2   =         โดยทฤษฎีบท  4.2.7   ไดวา  f   อินทิเกรตไดบนชวง  [x1 , y2] 

และโดยทฤษฎีบท  4.2.8   ไดวา  f   อินทิเกรตไดบนชวง  [y2 , x2] 
ดังนั้น โดยทฤษฏีบท   4.2.2    จะไดวา f อินทิเกรตไดบนชวง  [x1 , x2]   และอินทิเกรตไดบนชวง 
[a , x2]    

    =    +    

ให  y3   =       ทํานองเดียวกันโดยทฤษฎีบท  4.2.7     ทฤษฎีบท  4.1.1    และทฤษฎีบท   

4.2.2   เราสรุปไดวา  f  อินทิเกรตได  บนชวง  [x2 , b] 
ดังนั้น   โดยทฤษฏีบท  4.2.2   จะไดวา   f    อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b] 

       กรณีที่ 2  : a  =  x1  <  x2 <  b 
การพิสูจนเปนทํานองเดียวกับกรณีที่  1 

       กรณีที่ 3  : a  <  x1  <  x2 =  b 
การพิสูจนเปนทํานองเดียวกับกรณีที่  1 

       กรณีที่ 4  : a  =  x1  <  x2 =   b 
การพิสูจนเปนทํานองเดียวกับกรณีที่  1        

ทฤษฎีบท  4.2.10   :   ถา  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]  และ  g  มีขอบเขตบนชวง [a,b]   
และ  f = g   ยกเวนที่จุดซึ่งมีจํานวนนับถวน           แลว   g  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]    และ 

  =    

        พิสูจน   :   ให   f   อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]   และ   g   มีขอบเขตบนชวง  [a,b]  ซึ่ง 
f  =  g   ยกเวนที่จุดซึ่งมีจํานวนนับถวน          ให   F   =   g – f    
จะไดวา   F  =  0   ยกเวนที่จุดซึ่งมีจํานวนนับถวน          นั่นคือ  F   ตอเน่ืองบน  [a,b]   ยกเวนที่จุด
ซึ่งมีจํานวนนับถวน         ดังนั้น  โดยทฤษฏีบท  4.2.9   จะไดวา  F  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b] 
เน่ืองจาก    g   =   F + f     และ  F , f   อินทิเกรตไดบน  [a,b] 

ดังนั้น โดยทฤษฏีบท 4.2.5  จะไดวา  g  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]  และ  =  +  

โดยทฤษฎีบท  1   ในภาคผนวก    เราไดวา     =   0 
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ดังนั้น     =      และการพิสูจนสิ้นสุด       

ทฤษฎีบท  4.2.11   :   ถา f  และ g  อินทิเกรตไดบนชวง [a,b]          แลว max (f,g) อินทิเกรตได 
บน [a,b] 

        พิสูจน   :   ให   f   และ  g  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b] 
ให   P  =   {x0 , x1 , … , xn}   เปนพารทิชันใดๆ   ของ [a,b]    สําหรับ    i     {2 , 3 , … , n}      
ให      ,   ,    เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ  f , g  และ  max (f,g)   บนชวง  [xi – 1 , xi]   
ตามลําดับ          ให   ,   ,    เปนขอบเขตลางคา มากสุดของ  f , g  และ  max (f,g)   บน
ชวง  [xi – 1 , xi]   ตามลําดับ       เน่ืองจาก      เปนคามากสุดใน   { , }   เราจะแยก
พิจารณา  2  กรณีตอไปน้ี   คือ 

      กรณีที่ 1   :      =          กรณีที่ 2   :      =           
ถา        =         พิจารณา   h   :    [xi – 1 , xi]    R   นิยามโดย 
h(x)   =   max(f,g)(x)   ดังนั้นสําหรับทุก   x      [xi – 1 , xi]    
เราสรุปไดวา 
   h(x)       f(x)       
เพราะฉะน้ัน 

        
และดังนั้น 
   Mi – mi        -          (4.2.11 – 1)       
ทํานองเดียวกัน    ถา        =         แลวเราสรุปไดวา 
   Mi – mi        -          (4.2.11 – 2) 
โดย  (4.2.11 – 1)   และ   (4.2.11 – 2)   จะไดวา   

   Mi – mi        (  - )   +  (  - )  (4.2.11 – 3) 
นําคาใน  (4.2.11 – 1)   และ   (4.2.11 – 2)   แทนในการหาคาตอไปน้ี  
 U(P,max(f,g)  – L(P,max(f,g)) =    

=    
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   U(P,f)  –  L(P,f) + U(P,g)  –  L(P,g) 
สําหรับแตละ     >   0    จะมีพารทิชัน   P1   และ   P2   ของ   [a,b]   ซึ่งสอดคลอง 
   U(P1,f)  –  L(P1,f)    <    

U(P2,g)  – L(P2,g)   <     

ถาให   Q   =   P1    P2       แลวโดยทฤษฎีบท   3.2.5   เราสรุปไดวา 
   U(Q,f)  –  L(Q,f)          U(P1,f)  –  L(P1,f)  (4.2.11 – 4) 
และ 
   U(Q,g)  –  L(Q,g)         U(P2,g)  – L(P2,g)     (4.2.11 – 5) 
เพราะฉะน้ัน     เม่ือแทนคา    (4.2.11 – 4)    และ   (4.2.11 – 5)   ใน    (4.2.11 – 3) 
จะไดวา 
   U(Q,max(f,g))  –  L(Q,max(f,g))     <    +     =    

นั่นคือ   max(f,g)   อินทิเกรตไดบน  [a,b]   และการพิสูจนสิ้นสุด     

ทฤษฎีบท 4.2.12   :   ถา  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]            แลว   อินทิเกรตไดบน 
ชวง  [a,b]   และ 

          

        พิสูจน   :   ให   f   อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]     เน่ืองจาก 
      =   max(f,-f) 
ดังนั้น   โดยทฤษฎีบท  4.2.11     เราสรุปไดวา      อินทิเกรตไดบน  [a,b] 
เน่ืองจาก   f        ดังนั้น   โดยทฤษฎีบท   3.2.17   จะไดวา 

                 

4.3   ทฤษฎีบทหลักของแคลคูลัส   (The   Fundamental   Theorems   of   Calculus) 

ทฤษฎีบท  4.3.1   :   ถา  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]  และ  F   นิยามบนชวง  [a,b]  โดย 

F(x)   =    
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แลว  F   ตอเน่ืองบน  [a,b] 

         พิสูจน   :   เน่ืองจาก  f   มีขอบเขตบนชวง  [a,b]   ดังนั้นมีจํานวนบวก  M         ซึ่ง   
สําหรับทุก   t     [a,b] 
   - M    f(t)    M 
เราจะแสดงวา   F   ตอเน่ืองแบบยูนิฟอรมบนชวง  [a,b]    และดังนั้นการพิสูจนสิ้นสุด        
ให        >   0     กําหนด   =   

พิจารณา   x , y    ในชวง   [a,b]    เมื่อ    x   >   y     และ     <      
ดังนั้นโดยบทนิยามของ  F   และทฤษฎีบท  4.2.2   เราไดวา 

     +   
     

=      

หรือ 

        =        -    

นั่นคือ 

        =     F(x) – F(y) 

เน่ืองจาก     -M    f(t)    M      สําหรับทุก  t    [a,b]       ดังนั้น โดยทฤษฎีบท  3.2.14(1)    จะ
ไดวา 

   - M(x – y)             M(x – y)     

หรือ 

         M      

เพราะฉะน้ัน 

      =   
x

y

      M    <   M   =   M    =    

ดังนั้น    f  ตอเน่ืองแบบยูนิฟอรมบน  [a,b]    และการพิสูจนทฤษฎีบทสิ้นสุด    

ทฤษฏีบท  4.3.2   :   (ทฤษฎีบทหลักของแคลคูลัสบทท่ี 1)   ถา  f  อินทิเกรตไดบนชวง  [a,b]  และ
ถามีฟงกชัน  g  ซึ่ง    =  f    บนชวง  [a,b]           แลว 
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      =    g(b) – g(a) 

        พิสูจน   :   ให  P  =  {x0 , x1 , … , xn}   เปนพารทิชันใดๆของ [a,b]    
สําหรับทุก  i    {1 , 2 , … , n}    ให 

mi   =   inf  
   Mi   =   sup  
พิจารณา 
   g(b) – g(a)   =       

เน่ืองจาก   g   มีอนุพันธบนชวง [xi-1, xi]    ดังนั้นโดย  ทฤษฎีบทคา เฉลี่ย    มีจุด     [xi-1 , xi]   
ซึ่ง 
   g(xi) – g(xi-1)   =      =     
เพราะฉะน้ัน 
   g(b) – g(a)   =       =     

แต      
mi       Mi       

ดังนั้นเราไดวา 
                

นั่นคือสําหรับพารทิชัน  P   ใดๆ    เราไดวา 
   L(P,f)    g(b) – g(a)      U(P,f) 
และ 
         g(b) – g(a)       

แต 

      =      =    

ดังนั้น 

     =   g(b) –g(a)       
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บทแทรก  4.3.3   :   ถา  f  ตอเน่ืองบนชวง [a,b]   และ  f  =    บนชวง [a,b]    แลว 

     =   g(b) –g(a) 

ทฤษฎีบท  4.3.4   :   ทฤษฎีบทคา เฉล่ียสําหรับอินทิกรัล     (The   Integral   Mean   Value   
Theorem)     ถา   f  ตอเน่ืองบนชวง   [a,b]       แลวมีจุด  c   ในชวง [a,b]  ซึ่ง 

      =   f(c)(b – a) 

       พิสูจน   :   ให   m   และ  M  เปนคาตํ่าสุดและคาสูงสุดของ  f   บนชวง  [a,b]    โดย
ทฤษฎีบท   4.1.1   และตัวอยาง  3.2.14   ไดวา 

m(b – a)            M(b – a) 

หรือ 

  m            M 

แต   f   ตอเน่ืองบนชวง [a,b]         ดังนั้นโดยทฤษฎีบทคากลาง   มีจุด  c    [a,b]  ซึ่ง 

   f(c)   =    

และการพิสูจนทฤษฎีบทสิ้นสุด         

ทฤษฎีบท  4.3.5   :   (ทฤษฎีบทหลักของแคลคูลัสบทท่ี  2)   ให   f  ตอเน่ืองบนชวง [a,b]   และ  F   
นิยามบนชวง [a,b]    โดย 

   F(x)   =    

แลวสําหรับทุก  x  ในชวง [a,b]     =  f(x)       (ถา  x  =  a   หรือ  x  =  b         แลว  
คือ 
อนุพันธดานเดียว) 

        พิสูจน   :   ให    x    (a,b)     เราตองการแสดงวา      =   f(x) 

ให       >  0     เน่ืองจาก  f  ตอเน่ืองที่  x   ดังนั้นมี    >  0   ซึ่งสอดคลองวา 
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ถา 0   <    <     แลว      <   
สําหรับคา  h   ใดๆ   ซึ่ง   0  <     <    เราไดวา 
      =      <    
ดังนั้น 
      <    
ถาเราพิสูจนไดวาสําหรับทุก  h  ซึ่ง  0  <    <       จะไดวา 

   <    

แลวเราสรุปไดวา     =   f(x) เราจะเร่ิมการพิสูจนดังนี ้

สําหรับ   h  >  0   และ     <       เราไดวา   

   F(x + h) – F(x)     =    –     

       =    +    =    

โดยการใชทฤษฎีบท  4.3.4   กับ  f  บนชวง  [x , x + h]    เราไดวามี  ch   [x , x + h]      ซึ่ง
สอดคลองวา 

      =   f(ch) h   

ตอไปพิจารณา   h  <  0   และ     <         เราไดวา 

F(x + h) – F(x)   =   -  

และโดยการใชทฤษฎีบท  4.3.4  กับ  f  บนชวง  [x + h , x]  เราไดวามี  ch  [x + h , x]  ซึ่ง
สอดคลองวา 

   F(x + h) – F(x)   =   -    =   -f(ch)(– h)  =  f(ch) h   

เพราะฉะน้ันสําหรับทุก  h  ซึ่ง   0  <     <      เราไดวา   <      และ 
      =       

          =      <       

บทแทรก  4.3.6   :   ถา   f   มีอนุพันธซึ่งมีความตอเน่ืองบนชวง [a,b]            แลวสําหรับทุก  x  ใน 
[a,b]   จะได 
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   f(x)   =   f(a)   +    

       พิสูจน   :   เน่ืองจาก     ตอเน่ืองบน  [a,b]     ดังนั้นโดยบทแทรก  4.3.3   เราไดวา 

      =   f(x) – f(a) 

หรือ 

   f(x)   =   f(a)  +         

ทฤษฎีบท  4.3.7   :   ถา      ตอเน่ือง   และไมเปนลบ(ไมเปนบวก) บนชวง  I        แลว  f  เปน 
ฟงกชันไมลดลง(ไมเพิ่มขึ้น)   บนชวง  I    

        พิสูจน   :   เราจะพิสูจนเฉพาะกรณีที่    ตอเน่ืองและไมเปนลบบนชวง  I 
ให  a  และ  x   อยูในชวง  I   ซึ่ง   x  >  a ดังนั้นเม่ือ    ไมเปนลบ   เราสรุปได 
โดยทฤษฎีบท   3.2.14(2)   วา 

         0 

และโดยทฤษฎีบท   4.3.6   จะไดวา 

   f(x) – f(a)    =           0 

เพราะฉะน้ัน f(x)        f(a)    
กรณีที่      ตอเน่ืองและไมเปนบวกบนชวง  I         เราจะพิสูจนไดในทํานองเดียวกันกับ 

ขางบนวา  f   เปนฟงกชันไมเพิ่มข้ึนบนชวง  I       

        เราจะจบการคนควาอิสระฉบับน้ี    โดยการนําเสนอผลบางประการที่เกี่ยวของกับ 
อินทิกรัล   ซึ่งเปนบทพิสูจนของผูศึกษาเอง 

ตัวอยาง  4.3.8   :   จงแสดงวา   สําหรับทุกจํานวนจริง  x   ,        

       พิสูจน   :   เราจะหาคาของ       โดยแยกพิจารณาตามคาของ  x 
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       กรณีที่1   :    x  >  0    ในกรณีนี้เราไดวา 

  
     =  

และโดยการใช     g(t)     =         ในทฤษฎีบท   4.3.5   จะไดวา 

  =   g(x) – g(0)   =    =    

       กรณีที่2   :   x  <  0   ในกรณีนี้เราไดวา 

  
     = –    =      

โดยการใช   g(t)   =       ในทฤษฎีบท   4.3.5   จะไดวา 

     = g(0)   –  g(x)       =       –      =      ● 

ตัวอยาง  4.3.9   :   (1)   จงหา  f(2)   ถา f  ตอเน่ืองที่ทุกจํานวนจริง x   และ  =      

     (2)   ถา   F(x)  =            แลวจงหา    

       วิธีทํา   :   (1)   สําหรับทุกจํานวนจริง   x   ให 

F(x)   =    =       

โดยทฤษฎีบท  4.3.5   ไดวา 
     =       =    f(x)         

ดังนั้น 
  f(2)     =         =    12  +  4     =   16   
       (2)   โดยทฤษฎีบท  4.3.5   ไดวา    

 
ดังนั้น   

 =     
และ 

 =         =     6      ● 
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ทฤษฎีบท  4.3.10   :   ให  f   และ  g   เปนฟงกชันซึ่ง มีอนุพันธบน  [a,b]   โดยท่ี    และ    
ตอเน่ืองบน [a,b] 

(1)   จงพิสูจนวาอนุพันธ(เทียบกับ x) ของ   มีคาเทากับอนุพันธของ   

f(x)g(x) – f(a)g(a) -   

(2)   จงแสดงวา      =   f(b)g(b) – f(a)g(a) -  

       พิสูจน   :   ให   f   และ   g   เปนฟงกชันซึ่งมีอนุพันธบน  [a,b]   โดยท่ี   และ     
ตอเน่ืองบน [a,b] 

(1)   เน่ืองจาก  f  และ  g  มีอนุพันธบน  [a,b]       ดังนั้น  f  และ  g  ตอเน่ืองบน  [a,b] 
และเน่ืองจาก  และ    ตอเน่ืองบน  [a,b]          ดังนั้น   อินทิเกรตไดบน   [a,b] 
นิยามฟงกชัน   G  บน  [a,b]     ดังน้ี    

G(x)   =    

โดยทฤษฎีบท  4.3.5   จะไดวา 
         =        เมื่อ   x    [a,b]    

พิจารณาคาของ    ซึ่งเทากับ 

    

   =      
=      

=      

 
(2)   สําหรับทุก   x    [a,b]   ให 

H(x)   =   f(x)g(x) – f(a)g(a) –  

โดย  (1)   เราไดวา 

      =    
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และโดยทฤษฎีบท   4.3.5   เราสรุปไดวา 
      =    
นอกจากน้ีโดยทฤษฎีบท  4.3.2   จะไดวา 

   =   H(b) – H(a)  

            =  –     

    

              =  
 

 +    

                     

          =       + 0 

              =         

ผลของทฤษฎีบท  4.3.10(2)   เราสรุปเปนวิธีการอินทิเกรตแบบแยกสวน    ดังบทแทรกตอไปน้ี  

บทแทรก  4.3.11   :   การอินทิเกรตโดยวิธีแยกสวน      

 ให  f  และ  g   เปนฟงกชันที่มีอนุพันธซึ่งมีความตอเน่ืองบนชวง [a,b]         แลว      

และ     อินทิเกรตได    และ 

     =   f(b)g(b) – f(a)g(a) –   

ทฤษฎีบท  4.3.12  :   กําหนดให   f , g  และ  h   เปนฟงกชัน     นิยามบน  [a,b]     แลวไดวา 
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(1)   ถา  f   ตอเน่ืองบน  [a,b]           แลว    =   -f(x)  

(2)   ถา  f   ตอเน่ือง   และ  g  มีอนุพันธแลว    

     =      

(3)   ถา  f   ตอเน่ือง     g  และ   h    มีอนุพันธแลว      จงหา 

       

        พิสูจน   :   (1)     ให   f   ตอเน่ืองบน  [a,b]    โดยทฤษฎีบท  4.1.1     

จะมีจํานวนจริง   k   ซึ่ง      =   k 

นิยามฟงกชัน   F   และ   G   บน  [a,b]    ดังนี้ 

   F(x) =  

   G(x) =  

เห็นไดชัดวาสําหรับแตละ   x    [a,b]   เราไดวา 
   F(x) + G(x)   =   k 
ดังนั้น 
      =   0 

หรือ 

      =      =      =   – f(x) 

นั่นคือ 

    =     – f(x)      

       (2)   สําหรับทุก   x   [a,b]    ให   y  =  g(x)    และ 

   G(y)   =    

โดยทฤษฎีบทหลักของแคลคูลัสบทที่ 2  ไดวา 
      =     f(y)    =    
ดังนั้นโดยกฎลูกโซเราได วา   
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      =       =    

นั่นคือ    

      =    

        (3)   โดยทฤษฎีบท   4.2.4    จะไดวา    

       =  

            =     –  

โดย  (2)   จะไดวา 

      =   –   

               =   –     

ทฤษฎีบท  4.3.13   :   การอินทิเกรตโดยการเปลี่ยนตัวแปร 
       ให   u   เปนฟงกชันซึ่งมีอนุพันธบน  [a,b]    และ     อินทิเกรตไดบน   [a,b]    ให   
f   ตอเน่ืองบนเรนจของ  u            ถา   u(a)   =   c    และ   u(b)   =   d         แลว 

       =      

        พิสูจน   :   ให   u   มีอนุพันธบน  [a,b] 
ดังนั้น   u   ตอเน่ืองบน  [a,b] 
สําหรับ   x    u([a,b])       นิยาม   F   โดย 

   F(x)   =         4.3.13.1 

โดยทฤษฎีบท   4.3.5   ไดวา 
    = f(x) 
เน่ืองจาก      ตอเน่ืองบน [a,b]   และ   f(u(x))    ตอเน่ืองบน  [a,b]    และ 
        =          =    
ดังนั้น       เปนปฏิยานุพันธของ      บน  [a,b]      
โดยทฤษฎีบท  4.3.2   จะไดวา 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



57 
 

       =      

=   F(d)  –  F(c) 
ในทํานองเดียวกัน   เราสรุปไดโดยทฤษฎีบท  4.3.2  วา 

       =      F(d) – F(c) 

เพราะฉะน้ันการพิสูจนทฤษฎีบทสิ้นสุด        
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ภาคผนวก 

ทฤษฎีบท  1   :   ถา  f   และ   g    เปนฟงกชันซึ่งอินทิเกรตไดบน  [a,b]     และ  f(x)  =  g(x)    ทุก   
x  [a,b]   ยกเวนที่จุดซึ่งมีจํานวนนับถวน            แลว   

 
b

a

f dx    =   
b

a

g dx  
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