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บทที่ 1 
บทนํา 

Introduction 
 
 

 ในสารนิพนธฉบับนี้เราจะศกึษาฟงกชันฮารโมนิก ซ่ึงเปนแนวคิดหนึ่งของการวิเคราะห
เชิงซอน โดยฟงกชันฮารโมนิกเปนฟงกชัน 2 ตัวแปร สมมติใหเปนฟงกชัน ),( yxu  ที่สอดคลอง
กับคุณสมบัตดิังตอไปนี ้
 (1) อนุพนัธยอยอันดับสอง xyyyxx uuu ,, และ yxu มีความตอเนื่องบน D  (  D เปนโดเมน
ใน 2R ) 
 (2)  ouu yyxx   ≡+  บน D  
 เราจะศึกษาบทนิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับฟงกชันฮารโมนิก พรอมทั้งศึกษาสูตร
อินทิกรัลของปวสซอง ซ่ึงเปนสูตรที่ใชสําหรับหาคาของฟงกชันที่จดุภายในของเสนโคงปด โดยมี
ขอกําหนดวาตองทราบคาของฟงกชันที่จดุบนเสนโคงปดนี้   
 ตอมาเราจะทําการศึกษาปญหาของดิริกเลต โดยนําสูตรอินทิกรัลของปวสซองมาใชแกหา
คําตอบของปญหา ซ่ึงปญหาดิริกเลตมีลักษณะดังนี ้
 กําหนดให 2RD⊂  เปนโดเมน และ ( ) RDBf →:  
ปญหาของดิริกเลต คือ ปญหาในการหาฟงกชัน u  ที่สอดคลองกับคุณสมบัติตอไปนี ้
 (1)  ( )DHu∈  
 (2)  fu ≡  บน ( )DB  
 (3) u  มีความตอเนื่องที่ทุกจดุบน ( )DB  เมื่อ f  มีความตอเนื่องที่จุดเหลานั้น 
โดยที่คําตอบของปญหาจะเปนฟงกชันฮารโมนิก ซ่ึงในสารนิพนธฉบับนี้เราแบงปญหาดิริกเลตตาม
ลักษณะของโดเมนออกเปน 2 แบบ ดังตอไปนี ้
 (1) ปญหาดิริกเลตสําหรับจาน 
 (2) ปญหาดิริกเลตสําหรับครึ่งระนาบ 
 เพื่อใหเห็นถึงประโยชนของฟงกชันฮารโมนิก เราจะนาํความรูที่ไดจากการศึกษาฟงกชัน
ฮารโมนิก และปญหาดิริกเลตมาประยุกตใชกับปญหาทางฟสิกส ซ่ึงสามารถนํามาใชแกปญหาได
หลายปญหา แตในสารนิพนธฉบับนี้จะแสดงใหเห็นเฉพาะปญหาการกระจายอณุหภูมิ และเพื่อให
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เขาใจเนื้อหาทัง้หมดไดโดยงาย เราจะทําการศึกษาตั้งแตบทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐานตาง ๆ ที่ใช
ในการศึกษาฟงกชันฮารโมนกิ จนกระทั้งถึงการประยกุตใชกับปญหาทางฟสิกส ซ่ึงเนื้อหาในแตละ
บทมีรายละเอยีดดังนี ้
 บทที่ 2 : กลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐานทีจ่ําเปนในการศึกษาฟงกชันฮารโมนิก 
 บทที่ 3 : ศึกษาฟงกชันฮารโมนิกและสูตรอินทิกรัลของปวสซอง 
 บทที่ 4 : กลาวถึงปญหาดิริกเลต ซ่ึงเปนปญหาที่มีคําตอบเปนฟงกชันฮารโมนิก ซ่ึงเราจะ
นําปญหานี้ไปประยุกตใชกบัปญหาทางฟสิกส 
 บทที่ 5 : กลาวถึงปญหาทางฟสิกส นั่นคือ ปญหาการกระจายความรอน ซ่ึงจะนําความรูที่
ไดจากปญหาดิริกเลตในบทที่ 4 มาประยุกตใช พรอมทั้งยกตวัอยางปญหาการกระจายอุณหภูม ิ 
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บทที่ 2   

บทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐาน 

Basic Definitions and Theorems 
 
 
            ในบทนี้จะกลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐานตางๆ ที่ใชในการศึกษาฟงกชันฮารโมนิก 
โดยละการพิสูจน สําหรับผูที่สนใจสามารถศึกษารายละเอยีดไดจาก [4] 
 
บทนิยาม 2.1: กําหนดให 2Rp∈ และ ε   เปนจํานวนจริงบวก เราจะเรียกเซต{ }ε<−∈ pxRx  :2  
วาอาณาเขต p  รัศมี ε  ( ε -neighborhood of p )  และเขยีนแทนดวยสัญลักษณ ),( εpN  หรือ 

)( pNε  และในกรณีทีจ่ะกลาวถึง )( pNε  ซ่ึงไมรวมจุด p เราจะเขยีนแทนเซตนี้ดวยสัญลักษณ
)( pNε′  

 
บทนิยาม 2.2: กําหนดให 2RS ⊂   และให 2Rp∈  
(1) จุด p  เปนจุดลิมิตของ S (limit point of S  )  ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ )( pNε′  จะมีจดุใน S  
อยางนอย 1 จุด นั่นคือ  
     p  เปนจุดลิมติของ S  ก็ตอเมือ่ สําหรับแตละ 0>ε  จะไดวา φ≠′∩ ε )( pNS  
(2) ให ∗S  แทนเซตของจุดลิมิตทั้งหมดของ S  เราจะเรียกเซต ∗∪SS  วาโคลเชอรของ S  
(closure of S ) เขียนแทนดวย S  
(3) เซต S  เปนเซตปด (closed set) ก็ตอเมือ่ SS ⊂∗   นั่นคือ แตละจุดลิมิตของ S  อยูใน S  
(4) จดุ p  เปนจุดภายในของ S (interior point of S ) ก็ตอเมื่อ มี 0>r  ซ่ึง SpNr ⊂)(  และจะ
เขียนแทนเซตของจุดภายในทั้งหมดของ S  ดวย οS  
(5) เซต S  เปนเซตเปด (open set) ก็ตอเมื่อ ทุกสมาชิก p  ใน S  เปนจดุภายในของ S  
(6) จุด p  เรียกวาจุดขอบของ S (boundary point of S ) ก็ตอเมื่อ )( pNε  มีสมาชิกของ S  และ
สมาชิกของ SR −2  ทุก 0>ε  
(7) เซตของจดุขอบทั้งหมดของ S  เรียกวาขอบของ S  (boundary of S ) และเขียนแทนดวย
สัญลักษณ ( )SB  
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(8) เซต S  เปนเซตมีขอบเขต (bounded set) ก็ตอเมื่อ มีจาํนวนจริง 0>r  ซ่ึง ))0,0((rNS ⊂  
 (9) เซต S   เปนเซตเชื่อมโยง (connected set) ถาไมมีสับเซต  BA,  ของ 2R  ซ่ึงสอดคลอง

BAS ∪=  , φ≠A  , φ≠B  และ BABA ∩=φ=∩  
(10) เซต S  เปนโดเมน (domain) ก็ตอเมื่อ S  เปนเซตเปดซึ่งเปนเซตเชื่อมโยงและไมเปนเซตวาง 
 
ทฤษฎีบท 2.3 : ถา A  และ B  เปนเซตเปดที่ไมเปนเซตวาง และ φ=∩BA  แลว BA∪  ไมเปน
เซตเชื่อมโยง 
 
บทนิยาม 2.4 : กําหนดให 2RE ⊂  และให C  เปนแฟมิลีเซตของสับเซตของ 2R   
(1) เราจะเรยีก { }    ซึ่ง    มี   : AzCAz ∈∈ วายูเนียนของ C (union of C ) และเขียนแทนดวย
สัญลักษณ C∪  
(2) C เปนเซตปกคลุมสําหรับE หรือปกคลุมE (cover for E or covers E ) ก็ตอเมื่อ CE ∪⊂   
(3) C  เปนเซตปกคลุมเปดสําหรับE  ก็ตอเมื่อC ปกคลุม E และแตละสมาชิกของC  เปนเซตเปด   
(4)  เราจะเรียก D  วาเซตปกคลุมยอยของ C (subcover of C ) สําหรับ E  ก็ตอเมื่อ D เปนเซต
ปกคลุม E  และ CD⊂  
(5) เซต E  เปนเซตคอมแพก(compact set) ก็ตอเมื่อ แตละเซตปกคลุมเปดของ E  มีเซตปกคลุม
ยอยสําหรับE ซ่ึงเปนเซตจํากดั 

 
บทนิยาม 2.5: ให 2RD⊂  เราจะเรียก 2: RDf →  วาฟงกชันเชงิซอนบน D (complex 
function on D )  
 สําหรับแตละ Dyxz ∈= ),(  จํานวนเชิงซอน )(zf  มีสวนจริงและสวนจินตภาพ ซ่ึงจะ
เขียนแทนดวย ),())(( yxuzfR =  และ ),())(( yxvzfI =   ดังนั้น   ),(),()( yxivyxuzf +=  
 
บทนิยาม 2.6: กําหนดให f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  
            ให ∗∈Dz0  และ 2

0 Rw ∈  แลวจะเรียก 0w  วาลิมิตของ )(zf  เม่ือ z  เขาใกล 
0z (limit of )(zf  as z   approaches 0z ) ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ 0>ε  จะมีจํานวนจริง 0>δ  

ซ่ึง ถา DzNz ∩′∈ δ )( 0  แลว )()( 0wNzf ε∈  และจะเขยีนแทนดวยสัญลักษณ 0
0

)(lim wzf
zz

=
→
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บทนิยาม 2.7: กําหนดให f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  และให Dz ∈0  แลวจะกลาววาฟงกชัน
f  มีความตอเนือ่งที่ 0z ( f  is continuous at 0z  ) ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ 0>ε  จะมจีํานวนจริง 

0>δ  ซ่ึง 
ถา DzNz ∩∈ δ )( 0  แลว ))(()( 0zfNzf ε∈  

 นั่นคือ                                ))((])0([ 0zfNDzNf ε⊂∩δ   
ถา f  มีความตอเนื่องที่ทุก Dz∈   แลวเราจะกลาววา f  มีความตอเนื่องบน D  และเขียนแทน
ดวยสัญลักษณ ( )DCf ∈  
 
ขอสังเกต 2.8:  ให ),(),()( yxivyxuzf +=   เปนฟงกชันเชิงซอนบน 2D R⊂   
และ Dyxz ∈= ),( 000   แลว f  มีความตอเนื่องที่ 0z  ก็ตอเมื่อ u  มีความตอเนื่องที่ 0z  และ v  มี
ความตอเนื่องที่ 0z  
 

บทนิยาม 2.9: กําหนดให 2],[: Rbaf → แลวกลาววา f มีความตอเนื่องเปนชวง (piecewise 
continuous) บน ],[ ba  ก็ตอเมื่อ มี },...,,,{ 210 nxxxx  เมื่อ bxxxxa nn =<<<<= −110 ... เปน
พารทิชันของ ],[ ba  ซ่ึงสําหรับทุก ni ,...,2,1=  จะไดวา f  มีความตอเนื่องบน ),( 1 ii xx −  โดยที ่

)(lim
1

xf
ixx +
−→

  และ )(lim xf
ixx −→

 หาคาได   เราจะเขยีนแทนดวยสัญลักษณ [ ]baPCf ,∈  

 
บทนิยาม 2.10: กําหนดให f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  แลวจะกลาววาฟงกชัน f  มีความ
ตอเนื่องแบบยนูิฟอรมบนD  ( f  is uniformly continuous on D  ) ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ 0>ε  
จะมีจํานวนจรงิ 0>δ  ซ่ึง 

ถา Dzz ∈21 ,  และ δ<− 21 zz   แลว ε<− )()( 21 zfzf  

และเขียนแทนดวยสัญลักษณ ( )DUCf ∈  

 
ทฤษฎีบท 2.11 : กําหนดให f  เปนฟงกชันเชิงซอน ซ่ึงมีความตอเนื่องบนเซตคอมแพก S  แลวจะ
ไดวา 
(1) f  มีความตอเนื่องแบบยูนฟิอรมบน S  
(2) f  เปนฟงกชันที่ใหคาสูงสุดและคาต่ําสุดบน S  
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บทนิยาม 2.12 : กําหนดให f  เปนฟงกชันเชงิซอนบนโดเมน D  และให °∈Dz0  
                                         ถา 

0

0

0

)()(lim
zt

zftf
zt −

−
→

 หาคาได 

แลวจะเรียกลิมิตนี้วาอนพุันธของ f  ท่ี 0z (derivative of f  at 0z ) และเขียนแทนดวยสัญลักษณ 

)( 0zf ′  หรือ )( 0zf
dz
d  และกลาววา f  มีอนุพนัธท่ี 0z (differentiable at 0z )  

 
หมายเหตุ 2.13: ถา f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  และ { } φ≠′= หาคาได  )(    : zfzE  ดังนั้น เรา
สามารถพิจารณาฟงกชันเชิงซอนกําหนดบน E  ดวยคา )(zf ′  และจะเขียนแทนฟงกชันนี้โดย f ′  
และเรียก f ′  วาอนุพันธของ f (derivative of f ) ในทํานองเดียวกันสัญลักษณ ( )nf แทน
อนุพันธของ ( 1)nf −  สําหรับจํานวนเต็มบวก 2n≥  เมื่อหา ( 1)nf −  ได 
 
ทฤษฎีบท 2.14: ให f  เปนฟงกชันเชิงซอน ถา )(zf ′  หาคาได แลว f  มีความตอเนื่องที่ z  

 
ทฤษฎีบท 2.15: กําหนดให f  เปนฟงกชันเชิงซอน  
ถา f  มีอนุพันธที่ iyxz +=  แลว ที่จุด ),( yx  จะไดวา  
(1) อนุพันธยอย xyx vuu ,,  และ yv    หาคาได 
(2) อนุพันธยอย xyx vuu ,,  และ yv  สอดคลองสมการโคชี-รีมันนตอไปนี ้
    yx vu =   และ xy vu −=   
และ                      ),(),(),(),()( yxiuyxvyxivyxuzf yyxx −=+=′  
 
ทฤษฎีบท 2.16: กําหนดให ),(),()( yxivyxuzf +=  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  และ Dz ∈0  
ถามี 0>ε  ซ่ึง xyx vuu ,,  และ yv  หาคาไดที่ทกุจุดใน )( 0zNε  และ xyx vuu ,,  , yv  มีความ
ตอเนื่องและสอดคลองสมการโคชี-รีมันนที ่ 0z  แลว )( 0zf ′  หาคาได 
 
บทนิยาม 2.17: กําหนดให  f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  แลว จะกลาววา f  เปนฟงกชัน
วิเคราะหท่ี 0z (analytic function at 0z  ) ก็ตอเมื่อ มี 0>r  ซ่ึง f  มีอนุพันธที่ทุกจดุใน )( 0zNr  
และเขียนแทนดวยสัญลักษณ  ( )0zAf ∈  

จะกลาววา f เปนฟงกชันวิเคราะหใน S (analytic function in S  ) ก็ตอเมื่อ f  เปน
ฟงกชันวิเคราะหที่ทุกจุดใน S  และเขียนแทนดวยสัญลักษณ ( )SAf ∈  
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ทฤษฎีบท 2.18: กําหนดให S  เปนโดเมน และ ( )SAf ∈    
(1) ถา 0)( ≡′ zf  บน S  แลว f  เปนฟงกชันคงที่บน S  
(2) ถาฟงกชันหนึ่งฟงกชันใดตอไปนี ้
   ffIfR   ),(  ),(   และ fArg   
เปนฟงกชันคงที่บน S  แลว f  เปนฟงกชันคงทีบ่น S  
 
ทฤษฎีบท 2.19: ถา ( )SAf ∈  เมื่อ S  เปนโดเมน ซ่ึง 0)( =fR แลว f  เปนฟงกชันคงที่บนS  
 
ทฤษฎีบท 2.20: กําหนดให f  และ g  เปนฟงกชันวิเคราะหใน D  เมื่อ D  เปนโดเมน 
ให    DT ⊂    ซ่ึง φ≠∩∗ DT  
ถา gf ≡  บน T  แลว gf ≡  บน D  
 
ทฤษฎีบท 2.21: กําหนดให ( )0zAf ∈  และ 0)( 0 ≠′ zf  แลวจะมี 0>ρ  ซ่ึง f เปนฟงกชันหนึ่ง
ตอหนึ่งบน )( 0zNρ  
 
ทฤษฎีบท 2.22: กําหนดให ( )DAf ∈  เมื่อ D  เปนโดเมนใน 2R  และ f  ไมเปนฟงกชันคงที่
บน D  ถา DG⊂ และ G เปนเซตเปด แลว ][Gf  เปนเซตเปด เมื่อ { }     )( ][ : GggfGf ∈=  
 
ทฤษฎีบท 2.23: ทฤษฎีฟงกชันผกผัน (Inverse Function Theorem) 
ถา f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งและเปนฟงกชันวิเคราะหในเซตเปด 2RG⊂  แลว จะไดวา 
(1) 1−f  เปนฟงกชันวิเคราะหใน ][Gf  
(2) ถา ][Gfw∈  แลว 

)(
1)()( 1
zf

wf
′

=′−     เมื่อ )(1 wfz −=  

 
ทฤษฎีบท 2.24: กําหนดให ( )DAf ∈   เมื่อ D เปนโดเมนใน 2R    ถา f  ไมเปนฟงกชันคงทีบ่น 
D  แลว ][Df  เปนโดเมน 
 
บทนิยาม 2.25: กําหนดให f  เปนฟงกชันคาจริงและมีขอบเขตบนชวงปด ],[ ba   ให 

{ }nxxxP ,...,, 10=  
เมื่อ  bxxxxa nn =<<<<= −110 ...  เปนพารทิชันของ ],[ ba  
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แลว                  k

n

k
k xtf ∆∑

=1
)(            เมื่อ ],[ 1 kkk xxt −∈ , 1−−=∆ kkk xxx และ { }nk ,...,2,1∈  

คือผลบวกรีมันน(Riemann sum) สําหรับ P  

ถา                                                      k

n

k
kP

xtf ∆∑
=→ 10

)(lim                                                ……….(*) 

หาคาได เมื่อ  
                                                { }nkxP k ,...,2,1:max =∆=  
แลวกลาววา f  เปนรีมันนอินทิเกรเบิลบน ],[ ba (Riemann integrable on ],[ ba ) และจะเรียกคาลิ
มิต (*) วารีมันนอินทิกรัล (Riemann integral of f  over ],[ ba  )และใชสัญลักษณ  

dxxf
b

a
∫ )(  

 
ทฤษฎีบท 2.26:  

(1) ถา [ ]baPCf ,∈  แลว dttf
x

a
∫ )(  หาคาไดสําหรับ ],[ bax∈  

(2) (ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส)ถา [ ]( )baCf ,∈ และ g เปนฟงกชันซึ่ง 

                           dttfxg
x

a
∫= )()(      แลว )()( xfxg =′        สําหรับ ],[ bax∈  

(3) กําหนดให f และh เปนรีมันนอินทิเกรเบิลบน ],[ ba และให )()( xhxf ≤  บน ],[ ba  แลว 

dxxhdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≤ )()(  

และจะไดวา f  เปนรีมันนอินทิเกรเบิลบน ],[ ba  และ dxxfdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≤ )()(  

 
บทนิยาม 2.27: กําหนดให 2],[: Rbaf →   มีความตอเนื่องเปนชวงบน ],[ ba  และ )( fRu =  , 

)( fIv =   นิยามอินทิกรัลจํากัดเขตของ f  บน ],[ ba (definite integral of f  on ],[ ba ) เขียน

แทนดวยสัญลักษณ ∫
b

a

dttf )(  ดังนี ้

dttvidttudttf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ += )()()(  

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



 9

หมายเหตุ 2.28: กําหนดให )()()( tiytxtz +=  ทุก ],[ bat∈  แลวสําหรับ ),( bat∈  ซ่ึง )(tx′  , 
)(ty′  หาคาได จะกาํหนด )()()( tyitxtz ′+′=′  

 
บทนิยาม 2.29: 
 (1) กําหนดให 2RC ⊂  แลว C  เปนเสนโคง (curve) ก็ตอเมื่อ C  เปนเรนจของฟงกชันตอเนื่อง 

2],[: Rbaf →  และจะเรียก )()()( tiytxtf +=  ทุก ],[ bat∈  วาพาราเมทไทรเซชัน 
(parametrization) ของC   
(2) เสนโคง C  เปนอารก (arc) ก็ตอเมื่อ พาราเมทไทรเซชันของ C  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง  
(3) เสนโคง C  ใน 2R  เปนเสนโคงเรียบ (smooth curve) ก็ตอเมื่อC  มีพาราเมทไทรเซชัน f   
โดยที่ )()()( tiytxtf +=  ซ่ึง x′  และ y′  มีความตอเนื่องบน ],[ ba  และ 0)( ≠′ tf  บน ),( ba  
(4) เสนโคง C  เปนเสนโคงปดอยางงายหรือเสนโคงจอรแดน (simple closed curve or Jordan 
curve) ก็ตอเมื่อ มีพาราเมทไทรเซชัน f  ของ C  ซ่ึง f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง และ 

)()( afbf =  
 

                     
รูปที่ 1 : แสดงเสนโคงแบบตางๆ 

 
ทฤษฎีบท 2.30(The Jordan Curve Theorem):  
 กําหนดให C  เปนเสนโคงปดอยางงายใน 2R  แลว BACR ∪=−2  เมื่อ BA,  เปน
โดเมน โดยที่เซตใดเซตหนึ่งมีขอบเขต และอีกเซตหนึ่งไมมีขอบเขต ยิ่งไปกวานั้น C  เปนขอบของ
ทั้ง  Aและ B        
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โดเมนที่มีขอบเขตเรียกวาเซตของจุดภายใน(interior) ของ C  เขียนแทนดวย )(CI และ
โดเมนที่ไมมีขอบเขตเรียกวาเซตของจุดภายนอก(exterior) ของ C  เขียนแทนดวย )(CE  
 
บทนิยาม 2.31:  
(1) เสนโคงพาราเมทไทรซ (parametrized curve) คือ คูอันดับ ))(,( tzC  เมื่อ C  เปนเสนโคง 
และ )(tz  เปนพาราเมทไทรเซชันของ C  
(2) คอนทัวร (contour) คือ เสนโคงพาราเมทไทรซ ))(,( tzC  เมื่อสามารถแบงโดเมน ],[ ba  ของ

)()()( tiytxtz +=  ออกเปนชวงยอยจํานวนจํากัด ซ่ึง )(  ),( tytx ′′  มีความตอเนื่องบนทุกชวงยอย
ปดและ 0)( ≠′ tz  ที่ทุกจุดภายในของชวงยอยปด 
 นั่นคือ C  เปนยูเนียนของเสนโคงเรียบจํานวนจํากัด nCCC ,...,, 21  เมื่อจดุปลายของ iC  
เปนจุดเริ่มตนของ 1+iC  สําหรับ 1,...,2,1 −= ni  
(3) คอนทัวร ))(,( tzC  เปนคอนทัวรปดอยางงาย (simple closed contour) ก็ตอเมื่อ )(tz  เปน
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งบน ),[ ba  และ )()( bzaz =   เมื่อ ],[ ba  คือ โดเมนของ )(tz  
(4) คอนทัวรปดอยางงาย ))(,( tzC  มีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา (counterclockwise oriented: cco) 
ก็ตอเมื่อ t  แปรคาบนโดเมนจาก a  ถึง b  เราไดวา )(tz  เคล่ือนที่ไปในทิศทางทีท่ําให )(CI  อยู
ทางซายของการเคลื่อนที่ 
 
 ตอไปนี้เมื่อพดูถึงคอนทัวรปดอยางงาย ถาไมกลาวเปนอยางอื่นจะหมายถึงคอนทัวรที่มี
ทิศทางทวนเขม็นาฬิกาเทานัน้ 
 
บทนิยาม 2.32: กําหนด ))(,( tzC  เปนคอนทัวร เมื่อโดเมนของ )(tz  คือ ],[ ba  และ f  เปน
ฟงกชันเชิงซอน บน C  เรากลาววา f  เปนฟงกชันซึ่งมีความตอเนื่องเปนชวงบนC  (piecewise 
continuous on C ) ถาสามารถแบง C  เปนอารกจํานวนจํากัด คือ ))(,( 11 tzC , ))(,( 22 tzC , ..., 

))(,( tzC nn  เมื่อ iz  กําหนดบนชวงยอย ),( ii ba  แลว izf ο  มีความตอเนื่องบน ),( ii ba  สําหรับ 
ni ,...,2,1=  

 
บทนิยาม 2.33: กําหนดให ))(,( tzC  เปนคอนทัวร และ ],[ ba  เปนโดเมนของ )(tz  และ

2: RCf →  ซ่ึง f  มีความตอเนื่องเปนชวงบน C  นิยามคอนทัวรอินทิกรัลของ f  บน C  
(contour integral of f  overC ) เขียนแทนโดย dzzf

C
∫ )(  ดังนี้ 
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∫∫ ′=
b

aC

dttztzfdzzf )())(()(  

 
บทนิยาม 2.34 : กําหนดใหคอนทัวร C   มีพาราเมทไทรเซชัน 
  )()()(  :  tiytxtzC +=           สําหรับแตละ ],[ bat∈  
แลว คอนทวัร C−  เปนคอนทัวรที่นิยามโดย 
  )()(  :  1 tztzC −=−         สําหรับแตละ ],[ abt −−∈  

เราจะเห็นไดวาจุดเริ่มตนของ C−  คือ )())(( bzbz =−−  ซ่ึงเปนจุดปลายของ C  และจุด
ปลายของ C−  คือ )())(( azaz =−−   ซ่ึงเปนจุดเริม่ตนของ C  
 
บทนิยาม 2.35: กําหนดให ( )f t  เปนพาราเมทไทรเซชันของคอนทัวร 1C  ซ่ึงมี [ , ]a b  เปนโดเมน 
และให ( )g t  เปนพาราเมทไทรเซชันของคอนทัวร 2C  ซ่ึงมี [ , ]b c  เปนโดเมน เมื่อ ( ) ( )f b g b=  
แลวเราจะเรียก คอนทัวร C  นิยามโดย 

   
⎩
⎨
⎧

∈
∈

= ],[  ะสําหรับแตล     )(
],[  ะสําหรับแตล     )(

)( cbttg
battf

th      

วาผลบวกของ 1C  และ 2C (sum of 1C  and 2C )  และเขียนแทนคอนทัวร C  ดวย 21 CC +   
นอกจากนี้เราสามารถนิยาม nCCC +++ ...21  ไดในทํานองเดียวกัน โดยที ่ n  เปนจํานวนเต็มบวก
ใด ๆ  
 
ทฤษฎีบท 2.36 : กําหนดใหC  เปนคอนทัวร และพาราเมทไทรเซชัน )()()( tiytxtz +=  บน ],[ ba  
แลวจะไดวา 
(1) ∫∫ −=

− CC

dzzfdzzf )()(  

(2) ∫∫ =
CC

dzzfKdzzKf )()(  เมื่อ K  เปนคาคงที่ใน 2R  

(3) [ ] ∫∫∫ +=+
CCC

dzzgdzzfdzzgzf )()()()(  

(4) ∫∫∫ +=
21

)()()(
CCC

dzzfdzzfdzzf   โดยที่ 21 CCC +=  

(5) dttztzfdzzf
b

aC
∫∫ ′≤ )())(()(  
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บทนิยาม 2.37: กําหนดให D  เปนโดเมนใน 2R  แลว เราจะเรยีก D  วาโดเมนเชื่อมโยงเชงิเดยีว 
(simply connected domain) ก็ตอเมื่อ C  เปนคอนทัวรปดอยางงายใน D  แลว DCI ⊂)(  
 
ทฤษฎีบท 2.38(Cauchy’s Integral Theorem):  
 กําหนดให C  เปนคอนทัวรปดอยางงายใน 2R  และให )(CICD ∪=  ถา ( )DAf ∈  
แลว 0)( =∫

C

dzzf  

 
ทฤษฎีบท 2.39: กําหนดให ( )DAf ∈ เมื่อ D  เปนโดเมนเชื่อมโยงเชิงเดียวใน 2R  และ 21 ,CC

เปนคอนทัวรใน D   ซ่ึงมีจุดเริ่มตนและจุดปลายที่ 1z และ 2z  ตามลําดับ แลว 
∫∫ =

21

)()(
CC

dzzfdzzf  

 
 ในกรณีที่ C  เปนคอนทัวร ทีม่ีจุดเริ่มที่ 1z  และจุดปลายที่ 2z  จะแทนคอนทัวรอินทิกรัล
ของ f  บน C  ดวย   

∫
2

1

)(
z

z

dzzf  

 
ทฤษฎีบท 2.40: กําหนดให ( )DAf ∈  และ Dz ∈0  เมื่อ D เปนโดเมนเชื่อมโยงเชิงเดยีวใน 2R

ถานิยามฟงกชัน 2: RDF →  ดังนี ้

    ∫ ∗∗=
z

z

dzzfzF
0

)()(          สําหรับแตละ Dz∈  

แลว ( )DAF∈  และ )()( zfzF =′  สําหรับแตละ Dz∈  
 
ทฤษฎีบท 2.41(The Cauchy Integral Formula):  
 กําหนดให C  เปนคอนทัวรปดอยางงายใน 2R และ )(CICD ∪=  ถา ( )DAf ∈  และ 

)(0 CIz ∈   แลว 
dz

zz
zf

i
zf

C
∫ −π

=
0

0
)(

2
1)(  
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ทฤษฎีบท 2.42: ให C  เปนคอนทัวรปดอยางงายใน 2R  และ ( )DAf ∈  เมื่อ )(CICD ∪=  
แลว ( ))()( CIAf n ∈  ทุก ,...3,2,1=n  และ dt

zt
tf

i
nzf

C

n ∫ −π
=

)(
2

!)()(  ทุก )(CIz∈  

 
 ผลจากทฤษฎีบท 2.42 จะไดขอสังเกตดังตอไปนี ้
 
ขอสังเกต 2.43: 
(1)  ถา ( )DAf ∈  เมื่อ D เปนโดเมนใน 2R  แลว ( )DAf n ∈)(  ทุก ,...3,2,1=n  
(2) ถา ivuf +=  เปนฟงกชันวเิคราะหในโดเมน D  แลว yyyxxyxxyyyxxyxx vvvvuuuu ,,,,,, ,   
มีความตอเนื่องบน D  
 
ทฤษฎีบท 2.44: กําหนดให Mxg ≤≤ )(0  สําหรับแตละ ],[ bax∈    ถา ( )],[ baCg∈  และมี  

],[0 bax ∈   ซ่ึง  Mxg <)( 0   แลว 

          ∫ −<
b

a

abMdxxg )()(  

 
บทนิยาม 2.45: กําหนดให 2, RBA ⊂  และ 2: RBAF →×  แลว F  มีความตอเนื่องบน 

BA× ( F  is continuous on BA× ) ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ BAwz ×∈),( 00  และสําหรับ 
0>ε  มีจํานวนจริง 0>δ  ซ่ึง ε<− ),(),( 00 wzFwzF  เมื่อ BAwz ×∈),(  และ δ<− 0zz  

และ δ<− 0ww  
 
ทฤษฎีบท 2.46: กําหนดให ),( wzf  มีความตอเนือ่งบน KD×  เมื่อ K  เปนคอนทัวร และ D

เปนโดเมนใน 2R  ถา สําหรับแตละ w  บน K   เราไดวา ( )DAwzf ∈),(   ถานิยาม g  บน D  
ดังนี้                                         
                                                 ∫=

K

dwwzfzg ),()(     สําหรับแตละ Dz∈  

แลว ( )DAg∈  
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บทนิยาม 2.47:  
(1) ลําดับใน 2R (sequence in 2R  ) คือ ฟงกชัน z  ซ่ึงมีโดเมนเปนเซตของจํานวนนับ N  และมี
เรนจเปนเซตของจํานวนเชิงซอน 2R ซ่ึงจะใชสัญลักษณ 
    { }nz   หรือ ,...,, 321 zzz  
(2) ลําดับ{ }nz  ลูเขาสู b  (converges to b ) ใน 2R  ก็ตอเมื่อ  

สําหรับแตละ 0>ε  จะมีจํานวนเตม็ M ซ่ึง ถา Mn >  แลว ε<−bzn  
(3) ลําดับลูออก(diverges) ก็ตอเมื่อ ลําดบัไมลูเขาสูจุดใด ๆ ใน 2R  
บางครั้งเราจะใชสัญลักษณ 
  nzb   lim=      หรือ    bzn →   ขณะที่  ∞→n   หรือ   bzn →  
แทนลําดับ{ }nz  ลูเขาสู b   
 
บทนิยาม 2.48 : ลําดับของจํานวนเชิงซอน }{ nz  เปนลําดบัโคช(ีCauchy sequence) ก็ตอเมื่อ 
สําหรับแตละ 0>ε จะมีจํานวนเตม็ M ซ่ึง ถา Mm≥  และ Mn ≥  แลว ε<− nm zz  
 
ทฤษฎีบท 2.49 : ลําดับของจํานวนเชิงซอน }{ nz ลูเขา ก็ตอเมือ่ }{ nz เปนลําดับโคชี 
 
บทนิยาม 2.50:  
(1) กําหนดให a เปนจํานวนจริง และ f เปนรีมันนอินทิเกรเบิลบน ),[ ta สําหรับทุก at ≥ แลว 
อินทิกรัลไมตรงแบบของ f  บน ),[ ∞a (improper integral over ),[ +∞a )  แทนดวยสัญลักษณ  

∫
∞

a

dxxf )(   นิยามดังนี ้

    dxxfdxxf
t

a
t

a
∫∫ ∞→

∞

= )()( lim  

 ถา dxxf
t

a
t ∫∞→

)(lim  หาคาไดเปนคาจํากัด  เรากลาววา dxxf
a
∫
∞

)(  ลูเขา ถาไมเปนเชนนั้น เรา

กลาววา dxxf
a
∫
∞

)(  ลูออก 

(2) กําหนดให b เปนจํานวนจริง และ f เปนรีมันนอินทิเกรเบิลบน ),[ bt สําหรับทุก bt ≤ แลว 

อินทิกรัลไมตรงแบบของ f  บน ],( b−∞  แทนดวยสัญลักษณ ∫
∞−

b
dxxf )(   นิยามดังนี ้
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    dxxfdxxf
b

t
t

b

∫∫ −∞→
∞−

= )()( lim  

 ถา dxxf
b

t
t ∫−∞→

)(lim  หาคาไดเปนคาจํากัด  เรากลาววา dxxf
b

∫
∞−

)(  ลูเขา ถาไมเปนเชนนั่น 

เรากลาววา dxxf
b

∫
∞−

)(  ลูออก 

(3)  กําหนดให c  เปนจํานวนจริง และ f  เปนรีมันนอินทิเกรเบิลบน ),( tt− สําหรับทุกจํานวนจริง

t  แลวอินทิกรัลไมตรงแบบของฟงกชัน f บน ),( ∞−∞  เขียนแทนดวยสัญลักษณ ∫
+∞

∞−

dxxf )(   

นิยามดังนี ้

   ∫∫∫ ∞→−∞→

∞

∞−

+=
t

c
t

c

t
t

dxxfdxxfdxxf )()()( limlim  

 ถา ∫−∞→

c

t
t

dxxf )(lim  และ ∫∞→

t

c
t

dxxf )(lim  หาคาไดเปนจํานวนจํากัดทั้งคู เรากลาววา

∫
∞

∞−

dxxf )(  ลูเขา ถาไมเปนเชนนัน่ เรากลาววา ∫
∞

∞−

dxxf )(  ลูออก 

(4) (The Cauchy principal value integral) ∫
∞

∞−

dxxfP )(  นิยามโดย 

∫∫
ρ

ρ−
∞→ρ

∞

∞−

= dxxfdxxfP )(lim)(  

ถาลิมิตสามารถหาคาได 
 

หมายเหตุ 2.51: ถา ∫
∞

∞−

dxxf )(  หาคาได แลว ∫
∞

∞−

dxxfP )(  หาคาได และทั้งสองจะมีคาเทากัน  
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บทที่ 3 

ฟงกชันฮารโมนิกและสูตรอินทิกรัลของปวสซอง 
Harmonic Functions and Poisson’s Integral Formula 

 
 
 ในบทนีจ้ะศกึษาฟงกชันฮารโมนิก พรอมทั้งทฤษฎีบทที่เกี่ยวของ ซ่ึงเปนหัวขอที่สําคัญ
และเปนจุดมุงหมายในการทาํสารนิพนธฉบับนี้ นอกจากนี้ยังศกึษาสตูรอินทิกรัลของปวสซอง ซ่ึง
จะนําไปใชในการแกปญหาดิริกเลตที่จะกลาวถึงในบทตอไป 
 
บทนิยาม 3.1: กําหนดให D เปนโดเมนใน 2R  และ RDu →:  กลาววา u เปนฟงกชันฮารโมนิก 
(harmonic function) ก็ตอเมื่อ อนุพันธยอยอันดับสอง xyyyxx uuu ,,  และ yxu  มีความตอเนื่องบน
D และสอดคลองกับสมการลาปลาซ (Laplace equation) 

ouu yyxx   ≡+            บน D  
 จะเขยีนแทน u  ที่สอดคลองกับบทนิยามนี้ดวยสัญลักษณ ( )DHu∈  และเขยีนแทน

สมการลาปลาซดวย 0 2 =∇ u  เมือ่ 2

2

2

2
2

yx
 

∂
∂

+
∂
∂

=∇  คือตัวดําเนินการลาปลาซ(Laplacian 

operator) 
 
ทฤษฎีบท 3.2: ถา ivuf +=  เปนฟงกชันวิเคราะหในโดเมน D  เมื่อ RDu →: และ RDv →:  
แลวu  และ v  เปนฮารโมนิกบนD  

พิสูจน: ให ivuf +=  เปนฟงกชันวิเคราะหบนโดเมน D   
เมื่อ RDu →:  และ RDv →:  
โดยทฤษฎีบท 2.15 จะไดวา  yx vu =  และ xy vu −=      ทุก Dyx ∈),(  
จะได  yxxx vu =  และ xyyy vu −=   
โดยขอสังเกต 2.43 จะไดวา yxxyyyxxyxxyyyxx vvvvuuuu ,,,,,,,   
มีความตอเนื่องบน D  
ดังนั้น yyxyyxxx uvvu −===    
ทําใหไดวา ouu yyxx   =+   บน D  
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ดังนั้น u  เปนฟงกชันฮารโมนกิบน D  
ในทํานองเดียวกัน v  เปนฟงกชันฮารโมนิกบน D                                     
 
บทนิยาม 3.3: กําหนดให ( )DHu∈ แลว RDv →:  เปนฮารโมนิกคอนจูเกต (harmonic 
conjugate) ของuบน D  ก็ตอเมือ่ ivuf +=  เปนฟงกชันวิเคราะหบนD  
 นั่นคือ v  เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของ u บน D  ก็ตอเมื่อ v เปนสวนจนิตภาพของบาง
ฟงกชันวิเคราะหบน D ซ่ึงมีu เปนสวนจริง 
 
หมายเหตุ 3.4:  
(1)  ถาv เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของ uบน D  แลว u−  เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของv บน D  
(2) ถา v เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของ u บน D แลว kv+  เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของu บน D  

เมื่อ k  เปนคาคงที่ 
(3) ถา v และ w  เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของ uบนโดเมนD แลว wv−  เปนฟงกชันคงที่บน D  
 

พิสูจน(1): ให v เปนฮารโมนกิคอนจูเกตของ uบน D   
ดังนั้นจะมี ivuf += เปนฟงกชันวิเคราะหใน D    
ทําใหไดวา viufi +−=− )(  เปนฟงกชันวิเคราะหบน D  
นั่นคือ u−  เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของ v  บนD                                          
 
        (2): ให v เปนฮารโมนกิคอนจูเกตของ uบน D  
ดังนั้น จะมี ivuf +=  เปนฟงกชันวิเคราะหบน D  
ซ่ึงทําใหไดวา )( kviuikf ++=+  เปนฟงกชันวิเคราะหบน D  
นั่นคือ kv+  เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของuบน D                    
 
            (3): ให wv,  เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของ uบนโดเมน D  
ดังนั้น จะมี ivuf += และ iwug +=  เปนฟงกชันวิเคราะหบนโดเมน D  
ทําใหไดวา       )( wvigf −=−  เปนฟงกชันวิเคราะหบนโดเมน D  
โดย ทฤษฎีบท 2.19 จะไดวา gf −  เปนฟงกชันคงที่ 
ดังนั้น  wv−  เปนฟงกชันคงที่บนD         
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 เมื่อกําหนด ( )DHu∈  ซ่ึง D  เปนโดเมนเชื่อมโยงเชิงเดียว เราหาฮารโมนิกคอนจูเกต
ของuบน D  ไดตามทฤษฎีบท 3.5 ตอไปนี้  
 
ทฤษฎีบท 3.5: กําหนดให ( )DHu∈  เมื่อ D  เปนโดเมนเชื่อมโยงเชิงเดียวใน 2R  แลว จะม ี

( )DAf ∈  ซ่ึง ( )fRu =  และ ivuf +=  เมื่อ 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−= ∫

z

z
yx dwwiuwuIzv

0

)]()([)(  

เมื่อ Dz ∈0  
พิสูจน: ให   yx iuuh −=    

เนื่องจาก ( )DHu∈  ดังนั้น yyxx uuhR
x

−==
∂
∂ )(  )(hI

y∂
∂

=  

และ   yxxy uuhR
y

==
∂
∂ )( )(hI

x∂
∂

−=  

โดยทฤษฎีบท 2.16 จะไดวา ( )DAh∈   
เลือก Dz ∈0  

สําหรับทุก Dz∈  นยิาม ∫ −=
z

z
yx dwwiuwuzg

0

)]()([)( )()( ziz ν+φ=  

โดยทฤษฎีบท 2.40  จะไดวา ( )DAg∈   
และทําใหไดวา yx iuuzg −=′ )(  
โดย ทฤษฎีบท 2.15  จะไดวา xx izg ν+φ=′ )(  
ดังนั้น   xyu ν−=   และ   xxu φ=  
เนื่องจาก ( )DAg∈  โดย ทฤษฎีบท 2.15 จะไดวา yx ν=φ         
นั่นคือ x yu v=   
โดยขอสังเกต 2.43 (1) จะไดวา ( )DAg ∈′  ดังนั้น ( )DCg ∈′  
เนื่องจาก yx iuuzg −=′ )( xx iν+φ= yy iv φ−=  
โดยขอสังเกต 2.8 yxyx vvuu ,,,  มีความตอเนื่องบน D  
นั่นคือ อนุพันธยอยอันดับหนึ่งของ vu,  มีความตอเนื่องบน D  
ให ivuf +=  โดยทฤษฎีบท 2.16 สามารถสรุปไดวา ( )DAf ∈        

 
หมายเหตุ 3.6:  ในทฤษฎีบท 3.5 ขอสรุปเปนจริงเมื่อ D  เปนโดเมนเชื่อมโยงเชิงเดยีว แตในกรณีที่
D  ไมเปนโดเมนเชื่อมโยงเชิงเดียว ขอสรุปอาจไมเปนจริง ดังตัวอยางตอไปนี ้
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กําหนดให  
     zLogzu =)(   สําหรับ Dz∈  
เมื่อ  
    { } 0     : >= zzD  

พิสูจน : ให zLogzu =)(  สําหรับ Dz∈  เมื่อ { } 0     : >= zzD  
จะเห็นไดวา 02 =∇ u  บน D  ดังนั้น ( )DHu∈    
ตอไปนี้จะแสดงวา u  ไมมีฮารโมนิกคอนจูเกตบน D   
ให LDE −=  เมื่อ { } 0     : <== xzzL  
จะไดวา ziArgzLogzLog   +=  เปนฟงกชันวิเคราะหใน E  เมื่อ  π<<π− zArg  
ดังนั้น zArgv  =  เปนฮารโมนิกคอนจูเกตของu  บน E  
โดยหมายเหตุ 3.4(2) จะไดวาฮารโมนิกคอนจูเกตของu  บน E ทั้งหมด คือ kv+   
สําหรับ Lx∈  ถา xz→  เหนือ L  แลว π→)(zv  
และถา xz→  ใต L  แลว π−→)(zv  
เพราะฉะนั้น v  ไมมีความตอเนื่องบน D  
ดังนั้น kv+  ไมมีความตอเนื่องบน D   
ดังนั้น u  ไมมีฮารโมนิกคอนจูเกตบน D          
 
ทฤษฎีบท 3.7: กําหนดให ( )DHu∈  เมื่อ D เปนโดเมน ถามี 0>r  ซ่ึง u  เปนฟงกชันคงที่บน 

)( 0zNr  เมื่อ DzNr ⊂)( 0  แลว  u  เปนฟงกชันคงทีบ่น D  
พิสูจน:  ให ( )DHu∈   ให    )0( zrNu  เปนฟงกชันคงที ่ 

ให  =E { Dzz ∈     :  และ )( zrNu เปนฟงกชันคงที่ } 
เห็นไดวา   φ≠E        
 Cliam 1: E  เปนเซตเปด 
ให Ez ∈1  (ตองการแสดงวา มี   0>r  ซ่ึง EzNr ⊂)( 1 ) 
จากนยิามของE  จะมี 01 >r  ซ่ึง )1(1 zrNu  เปนฟงกชันคงที ่
ให  )( 112 zNz r′∈  
เลือก { }211212 ,min

2
1 zzrzzr −−−=  

ดังนั้นจะไดวา )()( 1122 zNzN rr ⊂   และ )1(1 zrNu  เปนฟงกชันคงที ่ 
ดังนั้น )2(2 zrNu   เปนฟงกชันคงที ่ แสดงวา Ez ∈2  
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ดังนั้น  EzNr ⊂)( 11   
แสดงวา E  เปนเซตเปด      
   cliam 2: ED=  
สมมติ φ≠−ED     
ให )(1 EDz −∈  ดังนั้น จะมี 0>r  ซ่ึง DzNr ⊂)( 1  
เราจะแสดงวา EDzNr −⊂)( 1  
โดยทฤษฎีบท 3.5 จะไดวา ( ))( 1zNAf r∈  ซ่ึง ufR =)(  บน )( 1zNr  
สมมติ  φ≠∩EzNr )( 1      
ให     EzNz r ∩∈′ )( 1  
ดังนั้น จะมี 01 >r  ซ่ึง  )()( 11 zNzN rr ⊆′   
 และมี 02 >r  ซ่ึง )(2 zrNu ′ เปนฟงกชันคงที ่
ให   { }21 ,min rrr =′  
ให   )(0 zND r ′= ′  ซ่ึง  0Du   เปนฟงกชันคงที่ และ )( 10 zND r⊂  
โดยทฤษฎีบท 2.18(2)  f  เปนฟงกชันคงที่บน 0D   
เนื่องจาก ( ))( 1zNAf r∈  และ φ≠∩∗ )( 10 zND r  
โดยทฤษฎีบท 2.20 จะได f  เปนฟงกชันคงที่บน )( 1zNr  
เพราะฉะนั้น u  เปนฟงกชันคงที่บน )( 1zNr  
ทําใหไดวา Ez ∈1   ซ่ึงเปนขอขัดแยง 
ดังนั้น φ=∩EzNr )( 1    นั่นคอื    EDzNr −⊂)( 1           
ดังนั้น  ED−  เปนเซตเปด  
ทําใหไดวา  )( EDED −∪=  
โดยทฤษฎีบท 2.3 จะไดวา D ไมเปนเซตเชื่อมโยง ซ่ึงเปนขอขัดแยง 
ดังนั้น  φ=−ED   นั่นคอื  ED =   
 ดังนั้น u  เปนฟงกชันคงที่บนD          
 
ทฤษฎีบท 3.8: (Maximum-Minimum Principle for Harmonic functions) 
 กําหนดให ( )DHu∈ เมือ่ D เปนโดเมน ถา u  มีคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดใน D  แลว 
 u  เปนฟงกชันคงที่ บน D  

พิสูจน: กรณีที่ 1: ถา u  มีคาสูงสุดใน D  
ให Dz ∈0  ซ่ึง )()( 0 zuzu ≥  ทุก Dz∈   
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เนื่องจาก  D เปนโดเมนดังนัน้จะมี 0>r  ซ่ึง DzNr ⊂)( 0   
จะแสดงวาu  เปนฟงกชันคงทีบ่น )( 0zNr  
สมมติ u  ไมเปนฟงกชันคงทีบ่น )( 0zNr    
โดย ทฤษฎีบท 3.5 จะมี  ( ))( 0zNAf r∈  ซ่ึง )( fRu =  บน )( 0zNr  
ดังนั้น f  ไมเปนฟงกชันคงที่บน )( 0zNr   
และจากทฤษฎีบท 2.22 จะไดวา [ ])( 0zNf r   เปนเซตเปด 
ดังนั้นจะมี 0>δ  ซ่ึง ( ) [ ])()( 00 zNfzfN r⊂δ  
ให S  เปนสวนของเสนตรงตามแนวราบบน 2R ที่มีจุดปลายซายเปน 

        000 )()( ivzuzf +=  และ ( ))( 0zfNS δ⊂  
แลวจะไดวา )}({ 0zfSw −∈  จะมี )( 0zNz r∈   ซ่ึง ( ) ( ) ( ( ))w f z u z i I z= = +  
จะเห็นไดวา )()( 0zuzu >    ซ่ึงขัดแยงกับการเปนคาสูงสุดของ )( 0zu  
ดังนั้น u  เปนฟงกชันคงที่บน )( 0zNr    
โดยทฤษฎีบท 3.7 จะทําใหไดวา u  เปนฟงกชันคาคงที่ บน D  

กรณีที2่: ถา u  มีคาต่ําสุดใน D   
เราสามารถพิสูจนไดในทํานองเดียวกนัวาu  เปนฟงกชันคงที่บนD      

 
บทแทรก 3.9: กําหนดให ( )DHu∈  และให ( )DCu∈  เมื่อ D เปนโดเมนมีขอบเขต แลวจะได
วา u  มีคาสูงสุดและคาต่ําสุดบน ( )DB  

พิสูจน: โดยทฤษฎีบท 2.11(2) จะไดวาu  มีคาสูงสุดและคาต่ําสุดบน D  
กรณีที1่: u  ไมเปนฟงกชันคงที่บน D    

โดย ทฤษฎีบท 3.8 จะไดวา u  ไมมีคาสูงสุดและคาต่ําสุดบน D  
ดังนั้น u  มีคาสูงสุดและคาต่ําสุดบน ( )DB  

กรณีที2่: u  เปนฟงกชันคงที่บน D    
จะแสดงวา u  เปนฟงกชันคงทีบ่น D  
ให kzu =)(  เมื่อ Dz∈    
ให ( )DBa∈  ดังนั้น φ≠∩δ DaN )(  ทุก 0>δ  
สมมติ kau ≠)(    
เลือก  kau −=ε )(   สําหรับทุก 0>δ   จะมี DaNz ∩∈ δ )(  ซ่ึงสอดคลองกับ 
ถา δ<−az  แลว )()( auzu − ε=−= kau )(  
ดังนั้น u  ไมมีความตอเนื่องที่ a  ซ่ึงเปนขอขัดแยง ดังนั้น kau =)(  
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นั่นคือ u  เปนฟงกชันคงที่บนD  
ดังนั้น u  เปนฟงกชันที่ใหคาสูงสุดและคาต่ําสุดบน ( )DB       
 
บทแทรก 3.10: กําหนดให ( )DHvu ∈, และให ( )DCvu ∈,  เมื่อD  เปนโดเมนที่มีขอบเขต 
ถา vu ≡  บน ( )DB  แลว vu ≡  บนD  

พิสูจน: ให vu ≡  บน ( )DB  
จะไดวา 0 ≡−vu บน ( )DB  
โดยบทแทรก 3.9 จะไดวาคาสูงสุดและต่ําสุดของ vu−  เกิดขึน้บน ( )DB  
เนื่องจาก คาสูงสุดของ  vu−  บน D  = 0 = คาต่ําสุดของ vu−  บน D  
ดังนั้น 0 ≡−vu บนD  นั่นคือ vu ≡  บนD        
 
ทฤษฎีบท 3.11(Mean-value Property for Analytic Functions): 

   ถา ( ))(aNAf r∈   เมื่อ  2Ra∈  แลว ∫
π

θ θ+
π

=
2

0
)(

2
1)( dreafaf i  

พิสูจน:  ให C  เปนวงกลม นิยามโดย { }      : rawwC =−=   เมื่อ θ+= ireaw   ; 
]2,0[ π∈θ  

โดยทฤษฎีบท 2.41  

จะไดวา                   ∫ −π
=

C

dw
aw

wf
i

af )(
2

1)(  

               ∫
π

θ
θ

θ
θ

+
π

=
2

0

)(
2

1 drie
re

reaf
i

i
i

i
 

               ∫
π

θ θ+
π

=
2

0
)(

2
1 dreaf i       

 
ทฤษฎีบท 3.12(Mean-value Property for Harmonic functions):  
 ให ( )DHu∈  และ Da∈  เมื่อ D  เปนโดเมน แลวจะมี 0>ρ  ซ่ึงสอดคลองวา ถา   

ρ<< r0  แลว  ∫
π

θ θ+
π

=
2

0
)(

2
1)( dreauau i  

พิสูจน:  ให 0>ρ  ซ่ึง DaN ⊂ρ )(  และให ρ<< r0  
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เนื่องจาก )(aNρ  เปนโดเมนเชื่อมโยงเชิงเดยีว  

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 3.5 จะไดวามี  ( ))(aNAf ρ∈  ซ่ึง )( fRu =    

และโดย ทฤษฎีบท 3.11 จะไดวา 

     
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
θ+

π
== ∫

π
θ

2

0
)(

2
1))(()( dreafRafRau i  

                  ∫
π

θ θ+
π

=
2

0
)(

2
1 dreau i                  

 

บทนิยาม 3.13: ให :u D R→  และ ( )u C D∈ เมื่อ D  เปนโดเมน เรากลาววา u สอดคลองกับ
คุณสมบัติคาเฉล่ียใน D (satisfies the mean-value property in D ) ถาแตละ Da∈  จะมี 0>ρ

ซ่ึงสอดคลองวา ถา ρ<< r0  แลว 

∫
π

θ θ+
π

=
2

0
)(

2
1)( dreauau i  

 

ทฤษฎีบท 3.14: กําหนดให ( )DCu∈  เมื่อ D โดเมน และ u  สอดคลองกับคุณสมบัตคิาเฉลี่ยใน 
D  นั่นคือ สําหรับแตละ Da∈  มี 0>ρ  ซ่ึง 

   ∫
π

θ θ+
π

=
2

0
)(

2
1)( dreauau i            สําหรับ   ρ<< r0  

แลวไดวา 
(1) ถา u  มีคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดใน D  แลว u  เปนฟงกชันคงที่บนD  
(2) ถา D  มีขอบเขตและ ( )DCu∈  แลวu  มีคาสูงสุดและคาต่ําสุดบน ( )DB  

พิสูจน(1):  ในกรณีที่  u  มีคาสูงสุดใน D สมมติคาสูงสุดเทากับ M  
ให      { }  )(    | MzuDzzG =∧∈=  แลว φ≠G   

Claim1: G  เปนเซตเปด 
เนื่องจาก u สอดคลองกับคุณสมบัติคาเฉลี่ยใน D  
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ให Ga∈  ดังนั้นมี 0>ρ   ซ่ึง 

  ∫
π

θ θ+
π

==
2

0
)(

2
1)( dreauauM i   สําหรับ ρ<< r0  

สมมติ Mzu <)(  บาง z  ซ ึ่ง { }    : razzz =−∈  
โดยทฤษฎีบท 2.44 จะไดวา ถามี θ  ซ่ึง  Mreau i <+ θ )(   แลว  

          )2()(
2

0
π<θ+∫

π
θ Mdreau i  

               Mdreauau i <θ+
π

= ∫
π

θ
2

0
)(

2
1)(       ซ่ึงเปนขอขัดแยง 

ดังนั้น Mzu =)(   สําหรับทุก z  ซ่ึง raz =− ||  
และจะไดวา Mzu =)(  สําหรับทุก )(aNz ρ∈  
นั่นคือ GaN ⊂ρ )(  ดังนัน้ G  เปนเซตเปด  
ตอไปจะแสดงวา GD =  (แลวจะไดวา u   จะเปนฟงกชันคงที่บน D ) 
สมมติ φ≠−GD  

Cliam2:  GD−  เปนเซตเปด 
ให  GDz −∈0    และ  [ ])(

2
1 zuM −=ε  

เนื่องจาก  ( )}{ 0zCu∈   ดังนั้น จะมี 0>δ   ซ่ึง 
                   DzN ⊂δ )( 0      และ   ))(())(( 00 zuNzNu εδ ⊂  
เนื่องจาก    ))(( 0zuNM ε∉  
ดังนั้น ทุก )( 0zNz δ∈   จะไดวา Mzu <)(   
เราสรุปไดวา )()( 0 GDzN −⊂δ  
เพราะฉะนั้น  GD−  เปนเซตเปด                  
เนื่องจาก ทฤษฎีบท 2.3 จะไดวา )( GDGD −∪=  ไมเปนเซตเชื่อมโยง ซ่ึงเปนขอขัดแยง 
ดังนั้น φ=−GD  ทําใหไดวา GD=  
นั่นคือ   ทุก Dz∈        Mzu =)(    

(2)  การพิสูจนเปนทํานองเดียวกันกับการพิสูจนบทแทรก 3.10    
 

ทฤษฎีบท 3.15: ให D  เปนโดเมนและ ( )DAf ∈  โดยที่ 0≠′f  ทุก Dz∈  
ให ][DfE =  และ REg →:  โดยที่ xyyxyyxx gggg ,,, มีความตอเนื่องบน E   
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ให ))(()( zfgzh =  สําหรับแตละ Dz∈  แลว 
   gzfh 222 )( ∇′=∇  บน D   
พิสูจน:  ให ivuf +=  แลว  

),(),( vugyxh =        เมื่อ   ),( yxuu =  , ),( yxvv=  
ดังนั้น      xvxux vgugh +=  

 xxuxxuvxuuxx uguvgugh ++= )( xxvxxvvxvu vgvvgug +++ )(  
         xxvuxxuxxuvxuu vuguguvgug +++= 2

xxvxvv vgvg ++ 2   
ในทํานองเดียวกัน 

 yyvuyyuyyuvyuuyy vuguguvgugh +++= 2
yyvyvv vgvg ++ 2   

ดังนั้น  
  )()( 22

yxuuyyxxuyyxx uuguughh +++=+ )()( yyxxvyyxxuv vvgvuvug ++++  
                      )()( 22

yxvvyyxxvu vvgvuvug ++++   
เนื่องจาก     ( )DAf ∈     ดังนั้น  ( )DHvu ∈,  
ทําใหไดวา       yyxxyyxx vvuu +==+ 0  , yx vu =   และ xy vu −=  
ดังนั้นจะไดวา      222222

yxxxyx vvvuuu +=+=+  และ 0=+ yyxx vuvu    
ทําใหไดวา       )()( 2222

yxvvyxuuyyxx vugvughh +++=+  
                             ))(( 22

yxvvuu vugg ++=  
เนื่องจาก ( )DAf ∈  ดังนั้น xx ivuzf +=′ )(  
เพราะฉะนั้น 2 2( ) x xf z u v′ = +  
ดังนั้น 2 2 2( ) x xf z u v′ = +   
นั่นคือ  yyxx hh + gzf 22)( ∇′=        
  
บทแทรก 3.16: ให ( )DAf ∈  โดยที่ 0≠′f  ทุก Dz∈ ให ][DfE =  และ REg →:     และ
ให RDh →:  โดย ))(()( zfgzh =   สําหรับแตละ Dz∈  แลว 

      ( )DHh∈   ก็ตอเมื่อ  ( )EHg∈  
พิสูจน: )(←   ให  ( )EHg∈   ดังนั้น  02 =∇ g  บน E  

โดย ทฤษฎีบท 3.15 จะไดวา   0)( 222 =∇′=∇ gzfh  บน D  
เพราะฉะนั้น    ( )DHh∈  

)(→   ให ( )DHh∈  

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



 26

ให  Ew ∈0  และ  Dz ∈0    ซ่ึง 00 )( wzf =  
โดยทฤษฎีบท 2.21 จะไดวา มี 0>ρ ซ่ึง f เปนฟงกชัน 1-1 บน )( 0zNρ  
ให  )]([ 0zNfG ρ=  
โดยทฤษฎีบท 2.24 จะไดวา )]([ 0zNfG ρ=  เปนโดเมน       
สําหรับแตละ Gw∈  จะมี  )( 0zNz ρ∈   ซ่ึง wzf =)(  
ให      zwF =)(                                                        
ดังนั้น โดยทฤษฎีบท 2.23 (1) ไดวา )(GAF∈   
ดังนั้น ( ) ( ( ))g w h F w=  สําหรับทุก Gw∈   
โดย ทฤษฎีบท 2.23(2) จะไดวา 0≠′F  ทุก Gw∈  
โดยทฤษฎีบท 3.15 จะไดวา hwFg 222 )( ∇′=∇     
และเนื่องจาก  )(DHh∈  
ดังนั้น  02 =∇ g    นั่นคอื  ( )EHg∈         

 
ทฤษฎีบทประกอบ 3.17:  
(1) ถา ( )DHu∈  เมื่อ D  เปนโดเมนเชื่อมโยงเชิงเดยีว แลว ( )DCu∈  
(2) ถา ( )DHu∈  เมื่อ D  เปนโดเมน แลว ( )DCu∈  

พิสูจน(1) : ให ( )DHu∈  เมื่อ D  เปนโดเมนเชื่อมโยงเชิงเดียว   
โดยทฤษฎีบท 3.5 จะไดวา ม ี ( )DAf ∈  เมื่อ )( fRu =  
และดังนัน้ f  มีอนุพันธทุกจดุใน D  
โดยทฤษฎีบท 2.14 จะไดวา ( )DCf ∈  
โดยทฤษฎีบท 2.8 จะไดวา ( )DCu∈        
          (2) :  ให  Dz ∈0  
จะไดวามี 0>r  ซ่ึง DzNr ⊂)( 0  
เนื่องจาก ( )DHu∈  ดังนั้น ( ))( 0zNHu r∈  
และโดย(1) จะไดวา ( ))( 0zNCu r∈  
ดังนั้น ( )DCu∈           
 
(3) กําหนดให 00 >r  และให C  เปนวงกลม 0rt =  เมื่อ φ= iert 0  ; ]2,0[ π∈φ  
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ให )(CIrez i ∈= θ  ซ่ึง 0>r  และ θ= ie
r
rz

2
0

1    ซ่ึงจะเรียก 1z  วาเปนจุดผกผนัของ z  เทียบกับ
วงกลม C  (inverse point of z   with respect to the circleC )   และแสดงไดดังรูป(2) แลวได
วา 

(3.1) zz  argarg 1 =θ=  , 
r
rz

2
0

1 =  และ 2
01 rzz =  เนื่องจาก rr >0  ดังนัน้ ( )CEz ∈1  

(3.2) ttrzz == 2
01  ทุก Ct∈  

(3.3) t
t
zz
=1  ทุก Ct∈  

 

 
 
  
 
  ในหวัขอตอไปนี้จะศกึษาสตูรอินทิกรัลของปวสซอง ซ่ึงเปนสวนสําคัญที่ใชในการศึกษา
ปญหาดิริกเลตที่จะกลาวถึงในบทที่ 4  
 
 จากสูตรอินทกิรัลของโคชี เราทราบวาถา ( ))(CIAf ∈  เมื่อ C  เปนวงกลม แลว 
     ∫ −π

=
C

dt
zt
tfzf )(

2
1)(   สําหรับแตละ  )(CIz∈     

ในทํานองเดียวกันถา f  เปนฟงกชันฮารโมนิก เราสามารถหาคา )(zf   เมื่อ )(CIz∈  ไดโดย
สูตรอินทิกรัลของปวสซอง 
 
ทฤษฎีบท 3.18:  ให )(DHu∈  และ DCI ⊂)(  เมื่อ C  เปนวงกลม นยิามโดยสมการ 0rt =  
เมื่อ φ= iert 0    ; ]2,0[ π∈φ  ถา θ= irez )(CI∈   แลว 

  φ
+θ−φ−
φ−

π
=θ= ∫

π

d
rrrr

rurrruzu
2

0
2

0
2

0

0
22

0
)cos(2

),()(
2
1),()(        

รูป 2: θ= ie
r
rz

2
0

1  เปนจุดผกผันของ )(CIrez i ∈= θ  
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( เรียกอนิทิกรลัที่กลาวขางบนนี้วา อินทิกรัลของปวสซอง(Poisson’s integral))  
พิสูจน: โดยทฤษฎีบท 3.5 จะมี  ( )( )f A I C∈   ซ่ึง  ufR =)(  

ให  ( )iz re I Cθ= ∈  โดยที่ 0≥r    
กรณีที่ 1:  0>r   

โดยสูตรอินทกิรัลของโคชีจะได 
    ∫ −π

=
C

dt
zt
tf

i
zf )(

2
1)(                  เมื่อ  φ= iert 0  

             ∫
π

φ
−π

=
2

0

)(
2

1 itd
zt
tf

i
                    φ=φ= φ itddeirdt i

0  

             ∫
π

φ
−π

=
2

0
)(

2
1 dtf

zt
t                                        ……….(*)   

ให 1z  เปนจุดผกผันของ z  เทียบกับ C  แลว θ= ie
r
rz

2
0

1  

โดยทฤษฎีบทประกอบ 3.17(3.3) จะไดวา 
t
zzt 1=  ทุก Ct∈    

โดยทฤษฎีบทประกอบ 3.17(3.1) จะไดวา )(1 CEz ∈    
ให    

zt
tftg
−

=
)()(  ทุก Ct∈   แลว ( ))(CIAg∈     

โดย ทฤษฎีบท 2.38   
จะไดวา             ∫ −π

=
C

dt
zt
tf

i 1

)(
2

10  

 ∫
π

φ
−π

=
2

0 1

)(
2

1 itd
zt
tf

i
 

             ∫
π

φ
−π

=
2

0 1
)(

2
1 dtf

zt
t  

 ∫
π

φ
−π

=
2

0 1
)(

2
1 dtf

t
zzz

z      (นํา 
t
z  คูณทั้งเศษและสวน) 

 ∫
π

φ
−π

=
2

0
)(

2
1 dtf

tz
z  

 ∫
π

φ
−π

−=
2

0
)(

2
1 dtf

zt
z  
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ดังนั้น               

            ∫
π

φ
−π

=
2

0
)(

2
10 dtf

zt
z         ……….(**) 

เมื่อนํา (*) บวกกับ (**) จะไดวา  

      ∫
π

φ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−π
=

2

0
)(

2
1)( dtf

zt
z

zt
tzf  

  ∫
π

φ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−
−+−

π
=

2

0
)(

))((
)()(

2
1 dtf

ztzt
ztzztt  

  ∫
π

φ
++−
−+−

π
=

2

0
)(

)(2
1 dtf

zzztzttt
zztzzttt  

เนื่องจาก           )cos(2)(2)(2 0
)(

0 θ−φ===+ θ−φ rrrerRztRztzt i  

เพราะฉะนั้น          ∫
π

φ φ
+θ−φ−

−
π

=
2

0
02

0
2

0

22
0 )(

)cos(22
1)( derf

rrrr
rrzf i  

ดังนั้น                     φ
+θ−φ−

−
π

== ∫
π φ

d
rrrr

erurrfRzu
i2

0
2

0
2

0

0
22

0
)cos(2

)()(
2
1)()(   

กรณีที่ 2: 0=r    
ทําใหไดวา 0=z โดยสูตรอินทิกรลัของโคชี ไดวา 

 ∫ −π
==

C

dt
t

tf
i

fzf
0
)(

2
1)0()(  

          ∫
π

φ
π

=
2

0

)(
2

1 itd
t
tf

i
 

 ∫
π

φ φ
π

=
2

0
0 )(

2
1)( derfzf i  

ดังนั้น         

∫
π

φ φ
π

==
2

0
0 )(

2
1)()( derufRzu i  

เนื่องจาก เมื่อ 0=r  จะได  1
)cos(2 2

0
2

0

22
0 =

+θ−φ−
−

rrrr
rr  

เพราะฉะนั้น    φ
+θ−φ−

−
π

= ∫
π φ

d
rrrr

erurrzu
i2

0
2

0
2

0

0
22

0
)cos(2

)()(
2
1)(       
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หมายเหตุ 3.19: จากทฤษฎบีท 3.18 เราจะเรียกพจน 2
0

2
0

22
0

)cos(2 rrrr
rr

+θ−φ−
−  วาปวสซองเคอเนิล 

(Poisson kernel) ซ่ึงเขียนแทนดวย ),,( 0 φ−θrrP   หรือ ),( tzK  และเราไดความสัมพันธ
ของปวสซองเคอเนิล 

(1)  
zt

z
zt

trrP
−

−
−

=φ−θ ),,( 0 2

22

zt
zt

−
−

=  

(2)  )(cos21),,(
1 0

0 φ−θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=φ−θ ∑

∞

=
n

r
rrrP

n

n
     สําหรับ  00 rr ≤≤  

(3)  ( )
0

0
( , , )

n
in

n

rP r r e
r

∞
θ−φ

=−∞

⎛ ⎞
θ−φ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  สําหรับ  00 rr ≤≤  

(4)  =
−
−

< 2

22
0

zt
zt

=φ−θ ),,( 0 rrP ),,( 0 θ−φrrP  

(5)  ให 1),( ≡θru  จะไดวา 1),,(
2
1 2

0
0 =φφ−θ

π ∫
π

drrP  

(6) ให Ct∈  เมื่อ φ= iert 0   ; ]2,0[ π∈φ  แลวจะไดวา ( ))(),( CIHtzK ∈   
 

พิสูจน(1):           
zt

z
zt

trrP
−

−
−

=φ−θ ),,( 0  

           
))((

)()(
ztzt

ztzztt
−−
−+−

=  

           
))(( ztzt
zztzzttt

−−
−+−

=  

          
)()( ztzt

zztt
−−

−
=  

          2
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−
−

=       

  

 (2):             
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z
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trrP
−
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−
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⎠
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เนื่องจาก 00 <==
r
r

t
z

t
z  และ 00 <==⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

r
r

t
z

t
z   

ทําใหไดวา  ∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=φ−θ
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0 ),,(

n

n

n

n

t
z

t
zrrP  

                          ∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
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n

n

n

n

t
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t
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∞

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=

1
1

n
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t
z

t
z  

                          ∑
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=

1
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n

n

t
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               )(cos21),,(
1 0

0 φ−θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=φ−θ ∑

∞

=
n

r
rrrP

n

n
       

 

(3):                  ),,( 0 φ−θrrP ∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=
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1

n

n

n

n

t
z

t
z  

                         ∑∑
∞

=

φ−θ−
∞

=

φ−θ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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1
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0
1

n
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n

n
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n

e
r
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r
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∞−

−=

φ−θ
−∞

=

φ−θ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
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in
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                    ∑
∞

−∞=

φ−θ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
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n

e
r
r )(

0
     

 

 (6):  โดย (1) จะไดวา  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
−
−

= 2

2
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เนื่องจาก  
zt
zt

−
+  เปนฟงกชันวิเคราะหใน  )(CI  

โดยทฤษฎีบท 3.2 จะไดวา  ( ))(),( CIHtzK ∈        
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บทที่ 4 

ปญหาดิริกเลต 
Dirichlet’s Problem 

 
 

ในบทนีจ้ะศกึษาปญหาดิริกเลต ซ่ึงเปนแนวคิดทีสํ่าคัญที่ใชในการแกปญหาทาง
คณิตศาสตรประยุกตและทางฟสิกส ลักษณะของปญหาดิริกเลตมีดังตอไปนี ้
 กําหนดให 2RD⊂  เปนโดเมน และ ( ) RDBf →:  
ปญหาของดิริกเลต คือ ปญหาในการหาฟงกชัน u  ที่สอดคลองกับคุณสมบัติตอไปนี ้
(1)  ( )DHu∈  
(2)  fu =  บน ( )DB  
(3) u  มีความตอเนื่องที่ทุกจดุบน ( )DB  เมื่อ f  มีความตอเนื่องที่จุดเหลานั้น 
 

ในที่นี้จะแบงปญหาดิริกเลตตามลักษณะของโดเมน ซ่ึงสามารถแบงได 2 แบบดังตอไปนี ้
(1) ปญหาดิริกเลตสําหรับจาน(Dirichlet’s Problem for Disks) 
(2) ปญหาดิริกเลตสําหรับครึ่งระนาบ (Dirichlet’s Problem for a Half-Plane) 
 
4.1 ปญหาดิริกเลตสําหรับจาน(Dirichlet Problem for Disks) 
 
 ในหวัขอนี้เราจะกลาวถึงคําตอบของปญหาดิริกเลตบนอาณาบริเวณที่เปนจานแบบตางๆ  
ซ่ึงจะกลาวไวในทฤษฎีบท 4.1.1 และทฤษฎีบท 4.1.2  
 
ทฤษฎีบท 4.1.1: (Dirichlet’s Problem for the Disk )0(0rN ) 
 กําหนดให  f  เปนฟงกชันคาจริงที่มีความตอเนื่องเปนชวงบนวงกลม C  
นิยามโดยสมการ 0rt =  เมื่อ φ= iert 0   ; ]2,0[ π∈φ  และสําหรับแตละ  )(CIz∈    

ให          φ
π

= ∫
π

dtftzKzu
2

0
)(),(

2
1)(           

แลว  ( ))(CIHu∈      

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



 34

และ ถา  f  มีความตอเนื่องบน C  แลว )()(lim tfzu
tz

=
→

 ทุก Ct∈    

พิสูจน(1):   จะแสดงวา  ( ))(CIHu∈   
เนื่องจาก f  มีความตอเนื่องเปนชวง C  
ดังนั้น สามารถแบง C  ออกเปนอารกจํานวนจํากัดตามบทนิยาม 2.9 
ให H  เปนอารกของ C  กําหนดโดย φ= iert 0  , ],[ ba∈φ  ซ่ึง ( )HCf ∈   

สําหรับ  )(CIz∈  ให         ∫π=
H

dt
ti
tftzKzg )(),(

2
1)(         

จากการพิสูจนในหมายเหตุ 3.19(6) เราจะไดวา                                                                     

     φ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−
+

π
= ∫ dtf

zt
ztRzg

b

a

)(
2
1)(      

                                      
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
φ

−
+

π
= ∫ dtf

zt
ztR

b

a

)(
2
1  

                            
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

π
= ∫

H

dt
ti
tf

zt
ztR )(

2
1  

โดยทฤษฎีบท 2.46 จะไดวา ( ))()( CIAdt
ti
tf

zt
zt

H

∈
−
+

∫  

และโดยทฤษฎีบท 3.2 จะไดวา  ( ))(CIHg∈   
เนื่องจาก f มีความตอเนื่องเปนชวงบนวงกลม C   
และu  เปนผลบวกจํานวนจํากดัของฟงกชันฮารโมนิก g   
ดังนั้น ( ))(CIHu∈  
     (2):  จะแสดงวา ถา f  มีความตอเนื่องบน C  แลว )()(lim tfzu

tz
=

→
 ทุก Ct∈  

ให f  มีความตอเนื่องบน C  และ Cert i ∈= α
00  

โดยบทนยิาม 2.7 ให 0>ε  จะมี π<δ<0   ซ่ึงถา δ<α−φ   จะไดวา 
   

2
)()( 0

ε
<− tftf  เมื่อ Cert i ∈= α

00  
เนื่องจาก f  มีความตอเนื่องเปนชวงบน C  
จะไดวา มี 0>M  ซ่ึง  Mtftf <− )()( 0      ทุก Ct∈   
พิจารณา )()( 0tfzu −  

จะเห็นวา     φ
π

−φ
π

=− ∫∫
ππ

dtzKtfdtftzKtfzu
2

0

0
2

0
0 ),(

2
)()(),(

2
1)()(  
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               [ ] φ−
π

= ∫
π

dtftftzK
2

0
0 )()(),(

2
1                       

               [ ] φ−
π

= ∫
π+δ−α

δ−α

dtftftzK
2

0 )()(),(
2
1  

เนื่องจาก π<δ  ดังนั้น π<δ 22  หรือ δ−π<δ 2  นั่นคือ  π+δ−α<δ+α 2  

 )()( 0tfzu − [ ] φ−
π

= ∫
δ+α

δ−α

dtftftzK )()(),(
2
1

0 [ ] φ−+ ∫
π+δ−α

δ+α

dtftftzK
2

0 )()(),(  

         [ ] φ−
π

≤ ∫
δ+α

δ−α

dtftftzK )()(),(
2
1

0 [ ] φ−
π

+ ∫
π+δ−α

δ+α

dtftftzK
2

0 )()(),(
2
1   

จะเห็นไดวา   

[ ] φ−
π ∫

δ+α

δ−α

dtftftzK )()(),(
2
1

0 φ−
π

≤ ∫
δ+α

δ−α

dtftftzK )()(),(
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1

0  

            φ
ε

π
< ∫
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dtzK
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1  

            
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
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= ∫
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δ−α
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⎦
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⎢
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⎡
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π
ε

< ∫
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dtzK    ทุก )(CIz∈  

โดยหมายเหตุ 3.19 (1) เราจะไดวา     2
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zttzK

−
−
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22
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=  (จากรูปที่3)  
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ดังนั้น จะมี 01 >ρ  และ 0>η  ซ่ึง η>− zt      
สําหรับทุก  )()( 01 CItNz ∩∈ ρ  และสําหรับทุก φ= iert 0  
โดยที่ 2α+δ≤φ≤α−δ+ π   

ให 10 ρ≤ρ<  ซ่ึง 
M

zr
2

2
22

0
εη

<−      ทุก  0( ) ( )z N t I Cρ∈ ∩  

จะไดวา   [ ] φ−
π ∫

π+δ−α

δ+α

dtftftzK
2

0 )()(),(
2
1 [ ] φ−

−
−

π
= ∫

π+δ−α

δ+α

dtftf
zt
zr2

02

22
0 )()(

2
1  

                  φ−
−
−

π
≤ ∫

π+δ−α

δ+α

dtftf
zt
zr2

02

22
0 )()(

2
1  

       φ−
−
−

π
= ∫

π+δ−α

δ+α

dtftf
zt
zr2

02

22
0 )()(

2
1  

       φ−
ε

π
< ∫

π+δ−α

δ+α

dtftf
M

2

0 )()(
22

1  

       φ−
π

ε
= ∫

π+δ−α

δ+α

dtftf
M

2

0 )()(
2
1

2
 

       φ
π

ε
< ∫

π+δ−α

δ+α

dM
M

2

2
1

2
 

       
2

0

1
2 2 2

Md
M

πε ε
< φ=

π ∫      ทุก )()( 01 CItNz ∩∈ ρ  

จะไดวา   ε=
ε

+
ε

<−
22

)()( 0tfzu        สําหรับ )()( 01 CItNz ∩∈ ρ     
 

ทฤษฎีบท 4.1.2:(Dirichlet’s Problem for the Disk )(0 aNr ) 
 กําหนดให f  เปนฟงกชันคาจริง และมีความตอเนื่องเปนชวงบนวงกลม aC  ซ่ึงกําหนด
โดยสมการ 0ra =−τ  เมื่อ 0

ia r e φτ= +  ; ]2,0[ π∈φ  แลวคําตอบของปญหาดิริกเลตใน )( aCI  
คือ 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈

∈φτ−τ−
= ∫

π

a

a

Czzf

CIzdfaazK
zu

 ถา                                                             )(

)( ถา                         )(),(
2
1

)(

2

0
               

พิสูจน: ให C  เปนวงกลม 0rt =  เมื่อ φ= iert 0  , ]2,0[ π∈φ  
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และทุก Ct∈  นิยาม )()( atftg +=   

เนื่องจาก f  มีความตอเนื่องเปนชวงบน aC  

ดังนั้นจะไดวา g  มีความตอเนือ่งเปนชวงบน C   

โดย ทฤษฎีบท 4.1.1 คําตอบของปญหาดริิกเลต ของ g  บน )(CI  คือ 

           φ
π

= ∫
π

dtgtzKzv
2

0
)(),(

2
1)(             สําหรับ )(CIz∈   

จะเห็นไดวา φτ
π

= ∫
π

dftzKzv
2

0
)(),(

2
1)(   เมื่อ ta+=τ  

สําหรับ  )( aCIz∈  

ให                       φτ−
π

=−ν= ∫
π

dftazKazzu
2

0
)(),(

2
1)()(  

                                        φτ−τ−
π

= ∫
π

dfaazK
2

0
)(),(

2
1  

เนื่องจาก  ( ))(CIHv∈     

โดยบทนยิาม 3.1  จะไดวา ( ))( aCIHu∈        

 

ทฤษฎีบท 4.1.3: กําหนดให ( )DHu∈  เมื่อ D  เปนโดเมน ให Da∈ และให aC เปนวงกลม 
นิยามโดยสมการ 0ra =−τ  เมื่อ 0

ia r e φτ= +  ; ]2,0[ π∈φ  และ DCI a ⊂)(  

แลวสําหรับ )( aCIz∈  จะไดวา 

     φτ−τ−
π

= ∫
π

duaazKzu
2

0
)(),(

2
1)(     เมื่อ   φ+τ iera 0:  

พิสูจน: เนื่องจาก  ( )DHu∈    

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



 38

โดยทฤษฎีบทประกอบ 3.17(2) ทําใหไดวา ( ))( aCICu∈  

โดย ทฤษฎีบท 4.1.2 จะไดวา คําตอบของปญหาดิริกเลตของu  ใน  )( aCI   คือ 

          
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈

∈φτ−τ−
=ν ∫

π

a

a

Czzu

CIzduaazK
z

  ถา                                                )(

)(  ถา            )(),(
2
1

)(

2

0
  

โดยทฤษฎีบทประกอบ 3.17(2)  จะไดวา ( ))( aCIC∈ν  

และโดยบทแทรก 3.10 จะไดวา  ν=u  ใน )( aCI   

ดังนั้นจะไดวา   φτ−τ−
π

=ν= ∫
π

duaazKzzu
2

0
)(),(

2
1)()(  ทุก )( aCIz∈      

 

ทฤษฎีบท 4.1.4: กําหนดให u  เปนฟงกชันคาจริง และมีความตอเนื่องในโดเมน D  แลว 

( )DHu∈    ก็ตอเมื่อ  u  สอดคลองกับคุณสมบัติคาเฉลี่ย ใน  D    

(นั่นคือ สําหรบัแตละ Da∈  จะมี  0>ρ  ซ่ึง ∫
π

θ θ+
π

=
2

0
)(

2
1)( dreauau i  สําหรับ ρ<< r0  ) 

พิสูจน: )(→  พิสูจนแลวใน ทฤษฎีบท 3.12 

  )(←  ให u  สอดคลองกับคุณสมบตัิคาเฉลี่ยใน  D และ Da∈   ดังนั้น 

จะมี 0>ρ  ซ่ึงสอดคลองวา ทุก ρ<< 00 r   และ DCI a ⊂)(  

เมื่อ { }0      : razzCa =−=  

โดย ทฤษฎีบท 4.1.2 ให ν  เปนคําตอบของปญหาดิริกเลตใน  )( aCI  

 ซ่ึง ( ))( aCIH∈ν    , ν≡u  บน  aC      และ   ( ))( aCIC∈ν  

เพราะฉะนั้นโดยทฤษฎีบท 3.12 ไดวา ν  สอดคลองคุณสมบัติคาเฉลี่ยใน  )( aCI  
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เนื่องจาก u สอดคลองคุณสมบัติคาเฉลี่ย ใน  )( aCI  

ดังนั้น   ν−u     สอดคลองคุณสมบัติคาเฉลี่ยใน  )( aCI  

โดย ทฤษฎีบท 3.14(2) จะไดวา  ν−u   มีคาสูงสุด M และคาต่ําสุด m บน aC  

เนื่องจาก ν≡u  บน aC   เพราะฉะนั้น 0≡ν−u  บน aC  

ทําใหไดวา   00 =≤ν−≤= Mum   บน )( aCI  

นั่นคือ 0≡ν−u  ทุกจดุใน  )( aCI   

เพราะฉะนั้น ν≡u   บน )( aCI   นั่นคือ  ( ))( aCIHu∈  

นั่นคือ  แตละ Da∈  จะไดวา   ( ))( aCIHu∈  

ดังนั้น    ( )DHu∈           

 

4.2 ปญหาดิริกเลตสําหรับครึ่งระนาบ(Dirichlet’s Problem for a Half-Plane) 

 
ในหวัขอนี้เราจะกลาวถึงปญหาดิริกเลตบนอาณาบริเวณซ่ึงอยูเหนือแกนจริงบนระนาบ

เชิงซอน กอนอ่ืนเราจําเปนตองกลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทที่สําคัญดังตอไปนี ้
 
บทนิยาม 4.2.1:  กําหนดให ),( yxf  เปนฟงกชัน 2 ตวัแปรที่นยิามบน  
    { }    และ       ),(  : +∞<≤≤≤= ycbxayxS  

และให )(),( xgdyyxf
c

=∫
∞

  สําหรับแตละ ],[ bax∈   แลวเราจะไดวา dyyxf
c
∫
∞

),(   ลูเขาแบบย ู

นิฟอรมสู g บน ],[ ba (converges uniformly to g on ],[ ba ) ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ 0>ε   
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จะมีจํานวน r  ซ่ึง ถา rd ≥  แลว  ε<− ∫ dyyxfxg
d

c

),()(   และเราจะเขยีนแทนดวยสัญลักษณ  

)(),( ],[ xgdyyxf bau

c

⎯⎯→⎯∫
∞

 

 

ทฤษฎีบท 4.2.2 : กําหนดให f เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึง ( )SCf ∈  และ )(),( ],[ xgdyyxf bau

c

⎯⎯→⎯∫
∞

  

เมื่อ    { }    และ       ),(  : +∞<≤≤≤= ycbxayxS  
แลวจะไดวา 
(1)   g มีความตอเนื่องบน ],[ ba  และ 

(2)   dydxyxfdxdyyxf
c

b

a

b

a c
∫ ∫∫ ∫
∞∞

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
),(),(  

พิสูจน(1) : ให  ],[0 bax ∈  และ 0>ε  โดยบทนิยาม 4.2.1 ให crd >≥  ซ่ึง 

     
3

),( ε
<∫

∞

dyyxf
d

         บน ],[ ba  

โดยทฤษฎีบท 2.11(1)  จะไดวา f  มีความตอเนื่องแบบยนูฟิอรมบนเซตปดที่มีขอบเขต 
   { }   และ      ),( : dycbxayxT ≤≤≤≤=  
ดังนั้น ให 0>δ  ซ่ึง ถา  Tytyx ∈),(),,(  และ δ<− tx  แลว 
   

)(3
),(),(

cd
ytfyxf

−
ε

<−  

สําหรับแตละ ],[ bax∈  ซ่ึง δ<− 0xx  เราจะไดวา 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=− ∫∫∫

d

c

d

c

d

c

dyyxfdyyxfdyyxfxgxgxg ),(),(),()()()( 00       

                          
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+ ∫ )(),( 00 xgdyyxf

d

c

 

            ∫∫∫ −+−≤
d

c

d

c

d

c

dyyxfdyyxfdyyxfxg ),(),(),()( 0  

                                                 )(),( 00 xgdyyxf
d

c

−+ ∫  
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              ε=
ε

+
ε

+
ε

<
333

 

ดังนั้น ( )],[ baCg∈   
         
          (2) : ให 0>ε  โดยบทนิยาม 4.2.1 ให Rr∈  ซ่ึง ถา rd ≥  แลว 

   
ab

dyyxfxg
d

c
−
ε

<− ∫ ),()(       บน ],[ ba  

จะไดวา 

  ∫ ∫∫∫ ∫∫ −=−
b

a

d

c

b

a

d

c

b

a

b

a

dxdyyxfdxxgdydxyxfdxxg )),(()()),(()(  

                dxdyyxfxg
b

a

d

c
∫ ∫ ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= ),()(  

               dxdyyxfxg
b

a

d

c
∫ ∫−≤ ),()(  

                ε=−
−
ε

< )( ab
ab

     สําหรับแตละ rd >   

นั่นคือ       dydxyxfdxxg
c

b

a

b

a
∫ ∫∫
∞

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= ),()(  

โดยที่                                          dyyxfxg
c
∫
∞

= ),()(       

 
ทฤษฎีบท 4.2.3 : ถา  
(1) ( )SCf ∈  และ ( )SCf x ∈   เมื่อ { }   และ      ),(  : +∞<≤≤≤= ycbxayxS  

(2)  )(),( xgdyyxf
c

=∫
∞

  บน ],[ ba  

(3) )(),( ],[ xhdyyxf bau

c
x ⎯⎯→⎯∫

∞

 

แลวจะไดวา   )()( xhxg =′    บน ],[ ba  
พิสูจน :  
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   ∫ ∫∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

∞x

a c
t

x

a

dtdyytfdtth ),()(  

     ∫ ∫
∞

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

c

x

a
t dydtytf ),(       โดยทฤษฎีบท 4.2.2 (2) 

     [ ]∫
∞

−=
c

dyyafyxf ),(),(  

      dyyafdyyxf
c c
∫ ∫
∞ ∞

−= ),(),(  

     ( ) ( )g x g a= −      บน ],[ ba  

ดังนั้น           ( ))()()( agxg
dx
ddtth

dx
d x

a

−=∫  

                                               )()( xgxh ′=                  บน ],[ ba      
 
ทฤษฎีบท 4.2.4 : (1) เงื่อนไขโคชีสําหรับอินทิกรัลไมตรงแบบ (Cauchy Condition for Improper 
Integrals)  

 กําหนดให ∫
d

c

dttf )(   หาคาได สําหรับแตละ cd >   แลว  ∫
∞

c

dttf )(  หาคาได ก็ตอเมื่อ 

สําหรับแตละ 0>ε  มีจํานวน cB >  ซ่ึง ถา Bab >>    แลว  ( )
b

a

f t dt <ε∫              ……….(*) 

(2) การทดสอบเอ็มของไวแยรสตราสส สําหรับอินทิกรัลไมตรงแบบ(Weierstrass M-Test for 
Improper Integrals) 

 กําหนดให ∫
r

c

dttxf ),(  หาคาได สําหรบัแตละ cr ≥  และ สําหรับแตละ ],[ bax∈    

ถา )(),( tMtxf ≤  สําหรับแตละ ],[ bax∈ , [ , )t c∈ +∞  และ ∫
∞

c

dttM )(  หาคาได แลว 

   [ , ]( , ) ( )u a b

c

f x t dt g x
∞

⎯⎯⎯→∫        เมื่อ  dttxfxg
c
∫
∞

= ),()(  

พิสูจน(1) : )(→  สมมติ  Ldttf
c

=∫
∞

)(  เมื่อ L R∈   
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ให 0>ε   และ cB >  ซ่ึง ถา  Bab >>  แลว 

   
2

)( ε
<−∫ Ldttf

a

c

     และ     
2

)( ε
<−∫ Ldttf

b

c

 

ดังนั้นจะไดวา 

   dttfdttfdttf
a

c

b

c

b

a
∫∫∫ −= )()()(  

        )  )( ()  )(  ( dttfLLdttf
a

c

b

c
∫∫ −+−=  

                                             ε=
ε

+
ε

<−+−≤ ∫∫ 22
)()( dttfLLdttf

a

c

b

c

 

)(←  กําหนดให สําหรับแตละ 0>ε  มีจํานวน cB >  ซ่ึง  

   ถา Bab >>    แลว  ε<∫ dttf
b

a

)(  

ให  dttfa
n

c
n ∫= )(    สําหรับ Nn∈  ซ่ึง cn >  

เนื่องจาก     ε<=−=− ∫∫∫ dttfdttfdttfaa
m

n

n

c

m

c
nm )()()(     ถา Bnm >,  

ดังนั้น จะไดวา { }na  เปนลําดับโคชี  
และโดยทฤษฎีบท 2.49 จะไดวา { }na  เปนลําดับลูเขา 
ให  n

n
aA

∞→
= lim                                                                                    ………..(**) 

ให 0>ε   โดย (*) และ (**)  ให cB >  ซ่ึง ถา Bn >  และ Bab >>  แลว 

   
2
ε

<− Aan    และ   
2

)( ε
<∫ dttf

b

a

 

ดังนั้น ถา Bn >  และ Bb >  แลว 

     dttfAdttfAdttf
b

n

n

c

b

c
∫∫∫ +−=− )()()(  

                          ε=
ε

+
ε

<+−≤ ∫ 22
)( dttfAa

b

n
n     
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 (2) : ให 0>ε  โดยที่ ∫
∞

c

dttM )(  หาคาได  

โดยทฤษฎี 4.2.4(1) ให cB >  ซ่ึง    

                                          
2

)( ε
<∫ dttM

d

r

          ถา   Brd >>       

ดังนั้นสําหรับแตละ ],[ bax∈  และ Brd >>  

จะไดวา                              dttxfdttxf
d

r

d

r
∫∫ ≤ ),(),(                                   ……(***) 

             
2

)( ε
<≤ ∫ dttM

d

r

     โดยทฤษฎีบท 2.26(3) 

และโดยทฤษฎีบท 4.2.4(1) สําหรับแตละ ],[ bax∈  จะมี )(xg  ซ่ึง 

( ) ( , )
c

g x f x t dt
∞

= ∫  

จาก(***) เมื่อพิจารณา d →∞  จะไดวา ( , )
2

r

f x t dt
∞ ε

<∫       

เนื่องจาก     ( ) ( , ) ( , )
r

c r

g x f x t dt f x t dt
∞

− =∫ ∫      

                                                                2
ε≤ <ε                 สําหรับ ],[ bax∈  และ Br >  

ดังนั้นโดยบทนิยาม 4.2.1 จะไดวา )()( ],[ xgdttf bau

c

⎯⎯→⎯∫
∞

      

 
   กําหนดให  H  แทนระนาบที่อยูเหนือแกนจรงิ นั่นคือ  ( ){ } 0      : ≥= zIzH  
 
ทฤษฎีบท 4.2.5 : สูตรอินทิกรัลของโคชีสําหรับครึ่งระนาบ (The Cauchy Integral Formula for 
the Half-Plane)  
 กําหนดให ( )HAf ∈  ซ่ึง       Mzfz k <)(   บน H  สําหรับบาง 0>k  
ถา οHz∈  แลว 

      ∫
∞

∞−
−π

= dt
zt
tf

i
zf )(

2
1)(  
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พิสูจน : ให θ= ierz 0   เมื่อ 00 >r  
ให rC  เปนวงกลม มีรัศมี 0rr >  ซ่ึงมีทิศทางทวนเขม็นาฬิกานิยามโดย 
   φ= i

r retC    :    สําหรับ ],0[ π∈φ  
โดยสูตรอินทกิรัลของโคชี จะไดวา 

   
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

−π
= ∫∫

−

dt
zt
tfdt

zt
tf

i
zf

rC

r

r

)()(
2

1)(  

จาก 

          φ
−

≤
− ∫∫

π
φ drie

zt
tfdt

zt
tf i

rC 0

)()(  

    
( )

φ
−

< ∫
π

φ drie
ztr

M i
k

0
 

    
( )

φ
−

= ∫
π

dr
zrr

M
k

0
 

    φ
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

= ∫
π

d

r
zr

M
k 01

 

0
1

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
=

r
zr

M
k

   ขณะที่  ∞→r   

ซ่ึงทําใหไดวา   ( ) 0lim
r

Cr

f t dt
t z→∞

=
−∫  

และเนื่องจาก                 ( ) ( )2 ( ) lim
r

r
r Cr

f t f tif z dt dt
t z t z→∞

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥π = +

− −⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫             ..............(*) 

และ                               dt
zt
tfr

r
r ∫

−
∞→ −

)(lim    หาคาได 

ทําใหไดวา                  ( )
Cr

f tp dt
t z−∫      หาคาได 

พิจารณา 
ให 0ra >  แลวสําหรบั ab >  
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        ∫∫ −
≤

−

b

a
k

b

a rtt
dtMdt

zt
tf

)(
)(

0
 

            ∫ +−
<

b

a
krt

dtM 1
0 )(

 

             
0

1
( )

b

k
a

M
k t r

⎡ ⎤
= − →⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
krak

M
)(

1

0−
 ขณะที่ ∞→b  

ดังนั้น ∫
∞

−
a

dt
zt
tf )(  หาคาได ในทํานองเดยีวกัน ∫

−∞

−
−

a

dt
zt
tf )(  หาคาได 

และเนื่องจาก 
zt

f
−

 มีความตอเนื่องบน ],[ aa−  ดังนั้น ∫
−

−

a

a

dt
zt
tf )(  หาคาได 

ดังนั้นจะไดวา           ∫∫∫∫
∞

−

−

∞−

∞

∞−
−

+
−

+
−

=
−

a

a

a

a
dt

zt
tfdt

zt
tfdt

zt
tfdt

zt
tf )()()()(     หาคาได  

และ       ( ) ( )f t f tdt p dt
t z t z

∞ ∞

−∞ −∞

=
− −∫ ∫   

ดังนั้น                                ∫
∞

∞−
−π

= dt
zt
tf

i
zf )(

2
1)(                                                           

 
ทฤษฎีบท 4.2.6: ให ivuf +=  เปนฟงกชันวเิคราะหบนH  ซ่ึง 
   Mzfz k <)(   บน H  สําหรับบาง 0>k  
แลวสําหรับแตละ οHz∈  

        dt
yxt

tuydt
xt

tuyyxu ∫∫
∞

∞−

∞

∞− +−π
=

−π
= 222 )(

)0,()0,(),(                  ……..(**) 

และ                     dt
xt

tvtxyxv ∫
∞

∞−
−
−

π
= 2

)0,()(1),(  

สมการ (**)  เรียกวา สูตรอนิทิกรัลของปวสซองสําหรับครึ่งระนาบ(Poisson’s Integral Formula 
for Half-Plane) 

พิสูจน : ให οHz∈  แลว z  อยูในระนาบใตแกนจริง และ ( )rSEz∈  
โดยที่   ],[ rrCS rr −∪=  
เมื่อ φ= i

r retC    :  และโดย Cauchy-Goursat Theorem 
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จะไดวา   0)()(
=

−
+

− ∫∫
−

dt
zt
tfdt

zt
tf

rC

r

r

 

จากการพิสูจนในทฤษฎีบท 4.2.5 จะไดวา 0)(
→

−∫ dt
zt
tf

rC

  ขณะที่ ∞→r  

ดังนั้น   0)(lim)(
=

−
=

− ∫∫
−

∞→

∞

∞−

r

r
r

dt
zt
tfdt

zt
tf    

เนื่องจาก  ∫
∞

∞−
−π

= dt
zt
tf

i
zf )(

2
1)(  

ทําใหไดวา                        ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
−π

−
−π

= dt
zt
tf

i
dt

zt
tf

i
zf )(

2
1)(

2
1)(  

                                                   ∫
∞

∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

−π
= dttf

ztzti
)(11

2
1  

             ∫
∞

∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
+−−

π
= dttf

ztzt
ztzt

i
)(

))((2
1  

             ∫
∞

∞−
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−π

= dttf
zt
yi

i
)(2

2
1

2  

ดังนั้น   ∫
∞

∞−
−π

= dt
zt
tyfzf 2

)(1)(  

ดังนั้นจะไดวา           ∫
∞

∞−
−π

= dt
zt

tuyyxu 2
)0,(),(  

   ในทํานองเดียวกันเราจะไดวา 

              ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
−π

+
−π

= dt
zt
tf

i
dt

zt
tf

i
zf )(

2
1)(

2
1)(  

          ∫
∞

∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
+

−π
= dttf

ztzti
)(11

2
1  

          ∫
∞

∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
−+−

π
= dttf

ztzt
ztzt

i
)(

))((2
1  

          ∫
∞

∞−
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−
−

π
= dttf

zt
xt

i
)()(2

2
1

2  
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ดังนั้นจะไดวา      ∫
∞

∞−
−

−
π

= dt
zt

tvxt
i

yxv 2
)0,()(1),(       

 

 โดยทฤษฎีบท 4.2.6 เราจะไดวา ∫
∞

∞−
−π

= dt
zt

tuyyxu 2
)0,(),(   เปนคาํตอบของปญหาดิริก

เลต  เมื่อให f  เปนฟงกชันคาจริงที่มีความตอเนื่อง และมขีอบเขตบนแกนจริง ซ่ึงจะแสดงใหเห็น
จริงดังนี ้
 
ทฤษฎีบท 4.2.7 : ปญหาดิริกเลตสําหรับครึ่งระนาบ (A Dirichlet’s Problem for the Half-Plane) 
 กําหนดให f  เปนฟงกชันคาจริงซ่ึงมีความตอเนื่อง และมขีอบเขตบนแกนจริง  

ถากําหนดให                                     ∫
∞

∞−
−π

= dt
zt

tuyyxu 2
)0,(),(     

แลวจะไดวา                                               ( )οHHu∈  
และ                                      )(),(

0
lim xfyxu
y

=
→

    สําหรับแตละ ℜ∈x  

 พิสูจน: ให 1>r   และ   
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ <<<=  1   และ        ),( : ry

r
rxyxQr  

สําหรับแตละ rQz∈   

จะไดวา                   dt
yxt

tyfu ∫
∞

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
∇

π
=∇ 22

22

)(
)(1 1 

   0=  
เนื่องจาก ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−

=
+− zt

I
yxt

y 1
)( 22

2   และ 
zt −

1  เปนฟงกชันวิเคราะหใน rQ   

ดังนั้น  ( )rQHu∈     สําหรับแตละ 1>r  
และทําใหไดวา  ( )οHHu∈  
(ตอไปจะพิสูจนวา )(),(

0
lim xfyxu
y

=
→

    สําหรับแตละ Rx∈ ) 

ให 0>ε  และ Rx∈  
เนื่องจาก f  มีความตอเนื่องที่ x   ให 0>δ  ซ่ึง 

                                                 
1 แสดงใน Ex.9 ใน 9.4.8 ของหนังสืออางอิง [4] 
2 แสดงใน Ex.10 ใน 9.4.8 ของหนังสืออางอิง [4] 
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   ถา    δ<− xt     แลว      
3

)()( ε
<− xftf       

จาก    π=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+−

∞

∞−

−
∞

∞−
∫ y

xtdt
yxt

y 1
22 tan

)(
 

จะไดวา 

    dt
yxt
xftfyxfyxu ∫

∞

∞− +−
−

π
=− 22)(

)]()([1)(),(  

                            ( )321
1 III ++
π

=  

เมื่อ  

 dtGI
x

∫
δ−

∞−

=1 , dtGI
x

x
∫
δ+

δ−

=2   และ   dtGI
x
∫
∞

δ+

=3    โดยที่  22)(
)]()([

yxt
xftfyG

+−
−

=   

กําหนดให M เปนขอบเขตบนของ f  บน R  แลวจะไดวา 
   Mxftf 2)()( ≤−     สําหรับแตละ t R∈  
ดังนั้น 

 
3

2
)(

2 21
ε

<
δ

=
−

≤ ∫
δ−

∞−

My
xt

dtMyI
x

      ถา  
M

y
6

0 δε
<<  

 
3

2
)(

2 23
ε

<
δ

=
−

≤ ∫
∞

δ+

My
xt

dtMyI
x

      ถา  
M

y
6

0 δε
<<  

และ        222 )(3 yxt
dtI

x

x +−
ε

≤ ∫
δ+

δ−

 

          
δ+

δ−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −ε
=

x

xy
xt1tan

3
 

                   
y
δε

= −1tan
3

2  

              2
3 2 3
ε π πε⎛ ⎞< =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                      ถา  0y >  

ดังนั้นจะไดวา 
 ( , ) ( )

3 3 3
u x y f x ε ε ε

− < + + =ε       ถา  
M

y
6

0 δε
<<  

นั่นคือ 
 )(),(

0
lim xfyxu
y

=
→
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บทที่ 5 

ตัวอยางการประยุกตใชฟงกชันฮารโมนิก 
Applications of Harmonic Functions 

 
 
 จากที่กลาวมาขางตนวาการศึกษาฟงกชันฮารโมนิกมีประโยชนมากในวิชาคณิตศาสตร
ประยุกตและฟสิกส ดังนัน้เราจะจบสารนิพนธฉบับนี้ดวยการยกตวัอยางการนําฟงกชันฮารโมนิก
มาประยุกตใชกับปญหาทางฟสิกส นั่นคือ ปญหาการกระจายอณุหภูม ิ
 
ปญหาการกระจายอุณหภูมิ (Temperature Distribution Problem) 

ปญหาการกระจายอณุหภูม ิ เปนการศึกษาอุณหภูมิที่จุดตาง ๆ บนแผนโลหะ(มีความบาง
มากๆ) โดยใหอุณหภมูิทีข่อบของแผนโลหะมีอุณหภมูิที่แตกตางกนั ซ่ึงจะอธิบายลักษณะของ
ปญหาโดยยกตัวอยาง ดังนี ้
 พิจารณาแผนโลหะบาง ดังรูปที่ 1 
 

 
 
 
 ใหอุณหภมูิทีข่อบของแผนโลหะบริเวณเสนทึบมีอุณหภูมิ 0 Co และบนเสนบางมีอุณหภมูิ 
100o C โดยที่บริเวณขอบของแผนโลหะมีสภาพเปนฉนวนความรอน นัน่คือ ไมมีการถายเท
อุณหภูมิที่บริเวณขอบของแผนโลหะ แลวเราจะสังเกตอณุหภูมิที่จุดตาง ๆ บนแผนโลหะ ณ เวลาที่
อุณหภูมิเขาสูสภาวะคงที่ นัน่คือ เมื่อเวลาผานไปอุณหภมูิจะไมมกีารเปลี่ยนแปลงอกี เมื่อเรานําแผน
โลหะนี้มาเทยีบกับระบบพิกดัเชิงซอน โดยใหจุดศูนยกลางอยูที่กลางแผนโลหะ ดังนั้นในการหา
อุณหภูมิที่จุดตาง ๆ บนแผนโลหะนี ้ ก็คอื การหาฟงกชันคาจริงที่แสดงอุณหภูมิที่จดุตาง ๆ บน
ระนาบเชิงซอนนั่นเอง 

y 

x 

รูปที่ 1 
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 ตอไปจะแสดงวาฟงกชันที่เปนคําตอบของปญหาการกระจายอณุหภูมนิี้เปนฟงกชันฮารโม
นิก ในการแสดงจําเปนตองใชกฏทางฟสิกส คือ กฏการนําความรอน 
 
 พิจารณาโลหะทรงสี่เหล่ียมที่ตัดมาจากโลหะนําความรอน(ดังรูปที่ 2) ใหพื้นทีห่นาตดัดาน
หนึ่งของรูปทรงสี่เหล่ียมนี้มอุีณหภูมิ HT  และดานตรงขามมอุีณหภูมิ CT  โดยที่ CH TT >   ดังนั้น 
อุณหภูมิจะถายเทจากดานทีม่ีอุณหภูมิ HT  ไปยังดานที่มีอุณหภูมิ CT  
 โดยกฎการนําความรอน กลาววา “การถายพลังงานความรอน( p ) มีสัดสวนโดยตรงกบั
พื้นที่หนาตัด ( )A และผลตางของอุณหภูมิ ( )T∆  และมีสัดสวนผกผนักับความหนาของตัวนําความ
รอน” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ดังนั้นจะไดวา 

           Tp A
x

α ∆
∆

 

 หรือ                                                                  c dTp A
dx

=  

โดยที่  c    สภาพการนําความรอนของตัวนํา 
                     p    เปนการถายพลังงานความรอนมหีนวยเปนวัตต 
           T    คือ อุณหภูมิของตัวนําความรอน 
           x     คือ ตําแหนงบนตัวนําความรอน เมื่อเทียบกับระนาบ xy  
                   A     เปนพืน้ที่หนาตดัของตัวนําความรอน 

                                   dT
dx

  เปนอัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภมูิกับตําแหนง 

 

A 

พลังงานความรอนท่ีไหล
จาก HT > CT  

CT  
HT

x∆

รูปที่ 2 
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 เนื่องจาก เราจะศึกษาบนแผนโลหะที่มีความบางมาก ๆ ดังนั้น ถาพิจารณาพืน้ทีส่ี่เหล่ียม
ขนาดเล็กที่ตัดมาจากแผนโลหะ(ดังรูปที่ 3) โดยมีความกวาง k ยาว h  และที่จุดลางซายของสี่เหล่ียม 
คือจุด z x iy= +  
 
 
 
 
 
 
 
 
โดยกฏการนําความรอนจะไดวา  

การถายพลังงานความรอนออกจากพืน้ที่ส่ีเหล่ียมทางดานซายเทากับ ( , )ck T x y
x
∂

−
∂

  

การถายพลังงานความรอนออกจากพืน้ที่ส่ีเหล่ียมทางดานขวาเทากับ ( , )ck T x h y
x
∂

− +
∂

 

 ดังนั้น ผลตางของการถายพลังงานความรอนออกในแนวแกน x  คือ 
  ( , ) ( , )ck T x y T x h y

x x
∂ ∂⎡ ⎤− − +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

ในทํานองเดียวกันจะไดวาผลตางของการถายพลังงานความรอนออกในแนวแกน y คือ 
  ( , ) ( , )ch T x y T x y k

x x
∂ ∂⎡ ⎤− − +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

และเนื่องจากภายในสี่เหล่ียมนี้ไมมีแหลงกําเนิดความรอนอยูภายใน จึงไมมกีารถายพลังงานความ
รอน ดังนั้น จะไดวา 
 ( , ) ( , )ck T x y T x h y

x x
∂ ∂⎡ ⎤− − +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

( , ) ( , ) 0ch T x y T x y k
x x
∂ ∂⎡ ⎤− − + =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

          
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

0
T x h y T x y T x y k T x y

x x x xchk
h k

∂ ∂ ∂ ∂⎧ ⎫+ − + −⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂+ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

0
T x h y T x y T x y k T x y

x x x x
h k

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + −

∂ ∂ ∂ ∂+ =  

เมื่อพิจารณา ,h k เขาใกลศูนย จะไดวา 

k 

h 

z x iy= +

รูปที่ 3 
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0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim lim 0
h k

T x h y T x y T x y k T x y
x x x x

h k→ →

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

นั่นคือ 
2 2

2 2 0T T
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

ดังนั้น คําตอบของปญหาการกระจายอณุหภูมิเปนฟงกชันฮารโมนิก 
 

ตัวอยาง 5.1 : กําหนดให C  เปนแผนโลหะวงกลมรัศมี 0r  และนิยาม f  บน C   ดังตอไปนี ้

    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

π
π

∈φ

π
∈φ

=φ

)2,
2

( ถา          0

) 
2

  ,  0 (     ถา         100
)(ef  

จากรูปและการนิยาม f  แสดงวา อุณหภูมทิี่บริเวณขอบหนามีอุณหภมูิ Cο0   และใน
บริเวณขอบบางมีอุณหภูมิ Cο100  จงหาฟงกชันทีแ่สดงอุณหภูมทิี่จุดภายในวงกลมนี้ ณ สภาวะที่
อุณหภูมิคงที ่

 

 

 

 

 

วิธีทํา     เนื่องจากปญหาการกระจายความรอนสอดคลองกับปญหาดิริกเลต 

โดยทฤษฎีบท 4.1.1 จะไดวา ฟงกชันทีแ่สดงอุณหภูมิที่จดุภายในวงกลมนี้ คือ 

φ
π

= ∫
π

dtftzKzu
2

0
)(),(

2
1)(  

x 

y 
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 แตเนื่องจากการหาคาอินทิกรลัจากสูตรขางบนนี้ทําไดยาก ดังนัน้เราจะทําการแปลง
ฟงกชันนีใ้หม ดังตอไปนี ้

 สําหรับ  )(CIz∈  จะไดวา       

 ( ) ( )

0 01 0

1 1( ) ( ) ( )
2 2

n n
in in

n nC C

r ru z e f t d e f t d
r r

−−∞ ∞
θ−φ θ−φ

=− =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= φ+ φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑∫ ∫  

          ( ) ( )

0 01 0

1 1( ) ( )
2 2

n n
in in

n nC C

r re f t d e f t d
r r

∞ ∞
− θ−φ θ−φ

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= φ+ φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑∫ ∫  
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วิธีทํา 
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บัญชีสัญลักษณ 
 
 

 R    :  เซตของจํานวนจริงทั้งหมด 
 2R  : เซตของจํานวนเชิงซอนทั้งหมด 
 I  : เซตของจํานวนเต็มทั้งหมด 
 A B⊂   :  A  เปนสับเซตของ B  
 [ ]Sf  : { } ( )  :    f z z S∈   เมื่อ f  เปนฟงกชัน 
 )( pNε  : { }2   :   x R x p∈ − <ε  
 )( pNε′  : )( pNε  แตไมรวมจดุ p  
 *S  : เซตของจุดลิมิตทั้งหมดของ S  
 S  : โคลเชอรของ S  ซ่ึงคือเซต *SS∪  
 οS  : เซตของจุดภายในทั้งหมดของ S  
 ( )SB  : เซตของจุดขอบทั้งหมดของ S  
 C∪  : { }  :  ม  ี    ที่ทาํให  z A C z A∈ ∈   
                                               เมื่อ C  เปนแฟมลีิเซตของสับเซตของ 2R  
 ( )DCf ∈  : ฟงกชัน f  มีความตอเนื่องบน D  
 ],[ baPCf ∈       : ฟงกชัน f  มีความตอเนื่องเปนชวงบน ],[ ba  
 ( )DUCf ∈  : ฟงกชัน f  มีความตอเนื่องแบบยูนิฟอรมบน D  
 ( )0zAf ∈  : ฟงกชัน f  วิเคราะหไดทีจุ่ด 0z  
 ( )f A S∈  : ฟงกชัน f  วิเคราะหไดบน S  
 ( )DHf ∈  :  f  เปนฟงกชันฮารโมนิกบน D  
 ( )CI  : เซตของจุดภายในของ C  เมื่อ C  เปนเสนโคงปดอยางงาย 
 ( )CE  : ( )CIR −2  

 2∇  : ตัวดําเนินการลาปลาซ  2

2

2

2

yx ∂
∂

+
∂
∂  

 ( ) 0f z ≡  บน S    : ( ) 0f z =  ทุก z S∈  
 f g≡  บน S    : ( ) ( )f z g z=  ทุก z S∈  
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